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5" Get Oavrage est principalement destine aux 
C^jeun^s gens qui eludient. pour, entrer.a TEcole 
^ Poly technique. II est leresullat des.lecons .que 
rY)'ai donnees a TEcole cenlrale dfe VOise. Je me 

^Ifiuis ppogpse dy preseuler: les Elexuens de la 

\jQeomeine analjrtique. 

" J'euteiids, par celte ^^nommation , la maniere 
aappliquer Talgebre.ala geometde^ nou pas a 
Talde de constructions particulieres , qu'il faut 
yar^^r pour tous-^es cas, ;ni£\^s^eq emplpyant.les 
naet&odes geperales que MM>. lyagrmge et Mqnge 
ont les prenciiers fait connatlre dans l^uf s oa^^ 
vrages ; methodes enseignees depuis par M.Monge 
A TE^ole Polyteckiique J et '$i WumslsUfi^M 4n- 
troduites par M. Lacroix dans seslrMll^s'eleitMi^ 
lires ; ce qui est un des plus impoi;tans ^erv^pes 
ue Ion ait jamais rendu^a, lenseignt^nienl. Ins- 
Iruit par les ecrits fetpar les lemons de ces profes- 



taires 
que 
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seurs c^l^bres, et penetre des ayantages que lei 
eleves peuvent en recueillir, j'ai cherche a lea 
repandre^ en presentant les Clemens de la G^o- 
nietrie analytique dans un ordre facile a suivre^ 
et sous la forme la plus abregee et la plus simple 
qu'ils puissent avoir. Je ne me flatte pas d'avoir 
attelnt'ce but; mais je m'estimerai heureux, ai 
•ce, petit Ouvrage , apres avoir ete utile aux eleves, 
donne naissanpe h. quelqu'autre pljis parfak^ au- 
^uelje serai le premier a applaudir. 

J'expose d'abord les preliminaires relatifs aux 
points , a la ligne droite et au plan. Ces prelimi- 
naires sont, dans la Gepmetrie analytique, aussi 
indispensables que la regl^ et le compas dans le 

trace de la tjeometrie pratique. 

t t - • . 

Je fais ensuite rapplication de ces principes a 
la discttssibn des courbes et des surfaces du se- 
cond ordre. - ^ 

S m 

P^irtourt, :)Vi . a40pt^^ ja divi$iau decimale du 
iquart 4e cercle* 
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J'ai tache de n*en^ployer que des methodes gene 
* rules , et qui pussent eg2den»ent servir dans la suite 
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^ur discnter Ics proprieles des courbcs et in 
surfaces quelconques. J'ai coupe par des divisitfng 
pombreoseft lea difierens chapitres v afin que les 
•lives pussent retixmyer avec facilite les metfaodes 
ou les propofiitibiis particiiliere& dont ils auraient 
besoin. En cela, j'al cherche a suiTre l^xemple 
d'Euler, qui est ^dans tools ses euvrages^^uii mo-^ 
dele de claite. 

Bour qu'un Iwre i^mentaire dn genre de ce-^ 
loi-^ci atteignit parfaiiement le but auquel il est 
destine, il faudrait que les propositioos sy trou* 
Tassent dispoaees dans lonlre le ^ns nature) , et 
que les demcxDistralions y fussent prese^t^s aree 
toute la clalrle y V4iegmce et la simplicilB dont 
elles sont siuscepti^les ^ tiiais ce diegre de perfec- 
tion ^ dent on doi( s'efibrcer d'api^ndcher , est 
bea^oup 'plu^ AifSi^iie k atiemdre qu-en ne le 
erok fxmimmietneni, eE lies ameliorations suc^ 
etssiv^ qu'oni a]^pc»tee|i k leurs outrages ler 
bouftmes ^stingutfil 'epA ent ^rit dans ces der« 
niers temps stti hb l^fenmns des Mmbdmatiqaes , 
oliErentunepreuv^ seittibl^ de ceti^ v^ile; Aussi^ 
fai toujours 4te persuade quun livi^ ^mentaird 
nepei^^^fre juge que par FexperienCejqu'ilfaut^ 
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pour ainsi dire, I'essayer sur Tesprit des elcves , 
ct veriiier , par celte epreuve, la boute des. me- 
thodes que Ton a dioisies. Le fieixl nioyen dje^per- 
feclionner un ouvrage.de ce genre est doncd-e 
recueilHr, et meme de r<ecbercber avec le plus 
grand soin les remarques de ceux qui Font ensei- 
giie. Cest ce que j ai fait pour celui-ci , et j'ai 
beaucoup d'obligalion aux professeurs qui m'ont 
donne cette marque d'estimc : sous ce rappoi t , je 
dois des remercimens partlculiers a M. Serais , 
prolesseur aiix Ecoles d'Arlillfiri^ ; a M. Garnier , 
auteur de plusieurs ouvrageseiiemeiiliiires de ina* 
thematiques ; a M. Boudi*ot,'profcsseui: ail'EcoIe 
speciale militaire; a MM; les professeursHiflabert 
(8t BinJet aine, ainsi qua MM. DInpt eL.Franc^ur , 
mes iancieiis .compagpons a TEcole PiolDPtechQique , 
maiuf enkni'professevirs ;aux Lycees el £^ la Faculte 
des Sciences deP4ris»;Jj^i iu^ft'^e^ud'^^^ellejited 
rema»}ue& de la. parUcfe IJIiiSier s professew de 
matbematiques a Sbr^zgi J['/^^ ^i irecM 4ga]e,ct>enl 
deM..Pfarf, pripfesseui? Ji^Oorbath; dt.j'ai lacbe 
de pr/ofiter,de tOutce.q^p V.wxperience i|idiqucrit 
a des persei)nes si e(^laik:^es4 Mais* j}e d(H& 6ur-^)put 
insister sur cequi regayd^JI^Ij, Dinet. Get excellent 
profe^seur rplein d'a^tivii.^ €t4e zele^ ata^t sim- 
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pllfie pour ^68 iiamhreux)elsyestjufe'rpaitie 3b 
mes demonstrations; il )a: fcien /Koptuinie xom»* 
muniguer ses rcJmarqufs.av^Crtpute^ laJraochise 
de Tamitie , et j'en ai profile sou^eot^ J'ai cher- 
che,d'apres ses avis, a eclaircir les points qui 
avaient paru embarrasser les eleves , a generaliser 
les demonstrations , a les abreger, quelquefois 
meme a les rendre plus exactes ; en un mot, des 
la seconde edition, j'avais refondu enticrement 
tout ce petit Ouvrage ; je I'ai encore retouche dans 
celle-ci; et, tel qu'iTcst, je uq le crois pas in- 
digne d etre offert a Fenseignement, J'ai fail Ja 
m(Sme chose, avec les memes secours, pour la 
seconde edition de mon Traite elementaire d'As^ 
tronomie physique. L'accueil favorable que le 
public a bien voulu lui fairc , ne m'a rendu 
que plus ardent a le corriger; et j'ai regarde la 
critique eclairee et bienveilltnte des professeurs 
qui en out fait le texte de leurs cours , comme 
la marque d'estimela plus precieuse et la plus 
utile qu'ilspusseiJtm'accorder; j'oseesperer qu'ils 
voudront bien m aider encore a le perfectionner, 
et que leurs remarques bienveillantes me donne- 
ront le moyen de mettre la derniere main a cet 
ouvrage , dans lequel j'ai tache d'embrasser et 
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d'expDser Unites les operatio&s d^ VAaitionomilk^ 
obsenratrice ,. dans im oltlre naturel et metho^ 
diquej <:e qui% jecwiS) n'avaU pas encdre ^t^. 
Mt auparancaat. 
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PRfiLIMINAIRES. 

1. LoRSQu'oK a c^uelque usage de I'alg^bre , on s^aperpoit 
que la solution d'un probUme y est tou jours composce dd 
deux parties. La premiere consist e k enoncer en alg^bre 
Tetat de la question propos6e ; cela s^appelle mettre le pro- 
bl6me en equation : la secohde a pour objet la resolution 
des ^quatiolis du probl^me et la determination des inconnues } 
celle-ci est purcment de calcuL 

On peut done appliquer Panalyse k la tesolution d'une 
question , quelle que soit d^ailleurs sa nature > d^s qu'on salt 
V^cxire en langue al^^brique. 

Montrer comment on peut ^crire en analyse les questions 
de geometric , et , reciproquement , comment on peut traduird 
en geometric les resultaf s de I'analyse ^ tel est le but de Vap-^ 
plication de Valgebre a la geomitriek 

d. Pour donner un exemple bien simple de cet eticihatno-» 
ment , proposons-nous de diviser une ligne donnee en cfeiu£ 
parties telles ^ que la. premiere soit moyenne proportionnelie 
"entre la ligne enli^re et I'autre partie* ^ 

1 



a PRilLIMINAIHES. 

Repr^s^tohs par a la longueur de la ligne donn^e , cVst-i- 
direle nombrequi exprime combien de fois elle oontient I'unit^ 
de longueur : soit de m^me x le premier segment inconnu ; le 
second sera a -— 4? ^ et ^ d'apr^ les conditions du probl^me y on 
aura . 

ax 

Cette equation , qui ne contient que la seule inconnue x , 
servira k determiner le segment cherche. £n effet^ on entir« 

X* '\' ax s=i a^ 'y 

ce qui donne pour x deux valeurs 



=-^+vA+i 



ou bien 



« 1 / . «* 



qui sat isfont ogalement aux conditions de la question propos^e , 
{iuisqu'elles verifient Fequation qui les exprime. 

Four savoir ce qu'elles signifient^ considerons d'abord la 

premiiire (iig. i ). I / a* -| — — represente I'hypothenuse 

jiC d'un triangle rectangle j4CB j dont un des cdtes ^B 
est ^gal k la ligne donn^e a , et dont I'autre BC 6gale la 
moitie de cette ligne -y et puisque y pour avoir x y il faut 

retrancher de cette bypoth^nuse y si du point C comme 

centre , avec CB pour rayon , on d^crit une circonference 
de cerole , elle coupera jiC en un point 2> tel que AV sera 
la longueur du segment cherche. £n le reportant ensuite sur 
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jiB^hx lin arcde cerole ^ on aura le point JE*) oik II faut diviser 
cette ligne. Cette construction est prdcisement cellc que i'oa 
. donne dans les Eldmens de G^ometrie , pour couper une ligne 
en moyenne et extreme raison. 

La seconde valeur de x est enti^rement negative et 6ga]« 
i — ^D^. 

3. Le probUme precedent a ^ii tres-facile a traduire en 
algdbre , parc^ qu'ii n'exige pas que Ton ait sous les yeux une 
figure de geometries et qu'il se reduit imm^diatement a une 
question de nouibres. Or , tons les probl6aies de geometrio 
peuvent £tre r^duits de cette maniere , mais non pas tous avec 
une egale simplicile. 

La ni6thode qu'il faut employer pour y parvenir e&t g^ne- 
rale. G'est exactement celle que Ton stdt en algebre pour mettro 
les probUmes en Equation. 

On commence par reconnaitre toutes les lignes connues ou 
inconnues qui doivent entrer dans la solution du problSme , 
et on choisit des lettres pour les representor. Si Von a reelle- 
ment consider^ toutes ces quantitcs , il doit exister entre^elles 
certaines relations , certains rapports , qui permettent de les 
d^duire les unes des autres. On cherche d'apr^s les regies de 
la g^ometrie , quelle marche il faudrait suivre , qnelles ope- 
rations il faudrait faire pour etablir ainsi leur dependance 
mutuelle : k piesure que Yon decouvre ces operations j on les 
^crit alg^briquement. Le resultat vous conduit toujours k 
trouver I'expression algcbrique d'une des quantit^s connues 
ou inconnues , par le moyen des autres ; alors vous 6galez cette 
quantity k la lettre qui la represente « pr(^cis6ment comme si 
vous aviez voulu la verifier : vous obtenez aiqsi une Equation 
entreles quantites connues et inconnues du probl^me ^et lo^qqe 
irons avez forme de cette maniere autant d'equations que 



4 PR^LIMIMAIRES. 

d'inconnues , le reste s'achere par les r^les ordinaires A6 
I'algebx'e. 

4. La veritable di£Scult^ de ces sortes de probUmes n'est 
pas proprement de trouver les relations qui existent entre les 
lignes^ car ces relations sont naturellement indiquees par 1'6- 
xionc6 de la question ; nous yerrons m^me que Ton peut tou« 
jours f sans aucun artifice particulier , obtenir I'expression de 
ees rapports , et mettre les probl^mes en equation , en 
d^signant d'une xnani^re analytique la marche et la . com- 
binaison de toutes. les lignes qui donnent par leurs inter- 
siec^ions les quantit^s cberchees : mais , ce qui exige une 

^ adresse particuli^re , ce qui fait proprement I'art de I'ana- 
lyste, c'est de d^couvrir la route la plus exp^ditive pour 
passer des connues aux inoonnues, et de saisir^ parmi tous 
les rapports qui les unissent, ceux qui sont plus propres k 
h. 6tre exprimes par le calcul. J'aurai , dans le cours de cat 
Ouvrage , de frdquentes occasions d'appliquer ces* remarques 
et d'en faire sentir la v^rite par des exemples : pour le mo- 
ment, je ne me propose que d'ea faire concevoif les prin- 
cipes* generaux. 

Lorsque les^ Equations d'un problSme de geometrie ont ^te 
resolues par le moyen de I'algebre , on a I'expression ana- 
lytique des lignes cherchees y au moyen des lignes et des 
quantites donnees : il ne reste plus qu'4 effectuer nunieri- 
quement les operations indiquees dans ce resultat. 

5. Pour cela , on doit remarquer que les lignes ne penyent 
j^tre comparees num^riqueraent les unes aux autres qu'autant 
^u'on les rapporte ou qu'on les con9oit rapport<^es k une 
m6me ligne qui est cens^e leur servir de mesure , et que 
Ton prend pour unite de longueur. Au ipoyen de cotte con- 
vention , chaque ligne se'trouve representee par un nombre , 



^ 
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et Ton peut faire gur elles toutes les operations do rarithme- • 
tifue. Ainsi on peut lea concevoir ajout^es ou retranchcea 
les unes dea autres ^ multipliers entre elles ou divisees ; et 
e'est seulement sous oe rapport que Ton peut attribucr un 
sens k ces operations. 

Alors il devient facile de oalculer les Taleurs des lignes. 
dont on a trouve Pexpression analytique. Si i par exemple ^ 

les lignes connues sont deflgnees par a, ^ i <^9 Tinconnue par x, 

ab 

et que Ton ait x = ^ 

c 

cela signifie que le nombre qui represente la ligne x, ou le 

rapport de cetle ligne k Tunitd , est une quatrieme propor- 

tionnelle aux nombres ou aux rapports qui representent le» 

lignes ate. 

Et ^ si I'on ayait trouv^ 

* = 1/ a» H- 6% 
on prendrait la somme des carres des nombres qui repre- 
sentent les lignes a et ^^ ou leurs rappoAs avec Tunitc^ on 
cxtrairait la radne oarr^ei de cette somme , et Ton aurait le 
nombre qui represente la ligne a; ^ ou le rapport de cette 
ligpe k I'unite. 

6. II serait tres-possible que la solution d'un probleme de 
geometrie donn&t , pour la ligne incannue * , une expression 
de cette forme 

Ce resultat n'offrirait aucun sens raisoanable , si I'on vou- 
lait regarder les leltres abx comme repr^sentant des lignes 
reelles, et non pas des nombres; car il semblerail signifier 
que la Hgne * est ^gale i ja surface da rectiangle qonstruit sur 
les deux lignes a et ^; mais cette difficolt^ disparak aussit6t 
qu'on revient aux notions exactes et qu'on regarde ces lettr<;s 
Qomme designaut des rapporls^Ce r^svjjbi signifie que lo nombw 
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ou ]e rapport qui repr6sente la ligne x , est egal au produit de» 
nombres ou des rapports qui representent les lignes a el b* 
II en sera de tn6nie dans tous les autres cas oik la valeur de 
I'inconnue se trouverait exprim^e d'ane manidre quelconque 
en fonction des quantltes connues du probldme. £n considerant 
les lettres comme representant des nombres « I'interprdtation 
des resultats n'offrira aucune esp^ce d'obscurite. 

J, Les operations arithm^tiques que Ton fait sur-les lignes, 
comme on vient de le voir, en les representant par des 
nombres , peuveht s'effectuer ^galement par la geometrie. Je 
ne parle pas seulement d'ajouter les lignes ou de les soustraire , 
ce qui c'xige simplement qu'on les place k la suite I'une de 
Pautre, ou qu'on les superpose ; mais la multiplication , la 
division ct I'extraction des racines carries , peuvent se faire 
aussi g^ometriqucment , par le moyen de la ligne droite et 
du oercle. 

8, Par exemple, si ^B (fig. a) represente I'unitd de lon- 
gueur , et qu'il faille multiplier u4D par AC^ on menera deux 
lignes sous un angle quelconque ; on portera AB et AD sur 
la premiere , AC sur la seconde ; puis « joignant les points 
B elC par une ligne droite , et menant DE parallele k BC ^ 
AE sera la ligne demandee. En efiet , les triangles semblablcs 
^ABC, ADE 9 donnent 

AE AC 



ou 



AU AB 

« • 

AE = AD.^^ 



AB 



Reciproquement , s'il fallait diviser AE par AD , on join- 
drait les points E 'et D par une ligne droile DE ; puis , 
menant BC parallele k DE y AC serait le quotient de la 

division. n|k 
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ig. S'il s'agissait d'eztraire la racine carree d'une ligne don- 
ti6e, dont I'expression nom^rique serait a y et que nous suppo- 
serons repr^sent^ par y^2> ( fig. 3 ) , on ajouterait a cette ligno 
I'unite de longueur DB ; puis , divisant AB en deux parties 
egales au point C| de ce point comme centre, avec CA ou CB 
pour rayon ; oh dtoirait une circonferenoe de cercle : alors la 
perpendiculaire DE y men^e du point DkXdi droite AB y et 
termin^e k la circonference « serait la racine carree demandee. 
£n effet y d'apr^sles proprietes connues du cercle , k longueur 
de cettei perpendiculaire est jnoyenne proportionnelle enlre 
celles des deux segmens. 

II est visible que la ni^me construction servirait pour trouvcr 
g6om6triqueinent une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes quelconques donndes. 

10. £n combinant les deux procdd^s que nous venoos d'ex** 
poser ayec les proprietes du triangle rectangle y on construirail 
g^om^lriquement les raciDes d'une Equation queloonque du- 
aecond degr^. 

£n effet ^ si cette Equation ^tait de la formo 

en la rdisolvant par rapport ^ x , on trouverait 



La premiere valeur se construira oomme celle de Tar tide 9. 
On prendra (fig. 4) une ligne AB 6gale k b j puis on elevera 
sur cette ligne la perpendiculaire CB=ia) et, du point C 
comme centre, avec CB pour rayon , ddcrivant une circonfe- 
rence dc cercle , AE sera une des racines de Fequation pra- 
posee 'y car on aura 

AE:=:CE + CA:=:a + l^ a^^b^. 
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Quant k I'autre racine , on voit qu'elle est negative, puiaque 

|/a*+^» est plus grand que a ; mals, abstraction faite de son 
signe , il est visible que ^J) ou ^C — CD represente la 

qaantite|/^a'+^»-^a. Ainsi cctte quantite AZ> , prise aveo 
le signe negalif, exprime la seconde racine. 

Si , au lieu dc Tequation precedente| on avait 

** — 2ax:=i — ^', 

on en tirerait par la resolution , 

Alors la construction serait un peu diffcrente. On prendrait 
une ligne JB egale a ^ ( fig- 5) ; aur cette Hgoe on dievewit 
la perpendiculaire CB egale a a ; puis, du poiat C, cpmme 
centre , avec CB pour rayon, oa decrirait une circonferencedo 
cercle : alors, menant du point A, sur la ligne AB, uneperpen- 
ciiculaire AB , cette perpendiculaire couperait la circohference 
cn deux pointa iP,^, et uiJJ , jdB seraient les deux racinea 

de I'equation : la premiere repr^senterait a-^l^a^ — d^; 
la seconde a -J- |/a* — b*. 

Si le cerclene coupait point la droite en deux points , maia 
la touchait en un seij , ce qui arriferait si a etait egal h b , les 
deux racines de liquation deviendraient ^gales , et il n'y aurait 
qu'une solution ar=:a. 

Si le cercle ne coupait pas la droite AE , ce qui arriverait si 
b etait plus grand que a , les deux racines de I'equation seraient 
imaginaires , et le probl^me serait impossible (i). 



(i) Les exemples que ^ viens de cilcr sont tires de la Geomeirie 
de Descartes'. 
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Au reste , oes infimes racines pourraicBt eneore s'extraire 
geometriquement d'une infinite de manieres difTerentes ; mais ■ 
j'ai rapport6 saulement celles .qui precUent^ parce qu'elles 
30 nt les plus simples y et qu'elles suffisent dans tous les cas. 

" • 1 ' 

1 1. II arrive quelquefois qu'en resolvant algebriquement des 

probl^mes de geometrie y on est oonduit , par le calcul , a des ' 
rcsultats tela que ce|ui de Tartide 6 , dans lesquels tous les 
termes n'ont pas^ en apparence, les dimensions convenablea 
pour represenler des lignes. Ces rcsultats ^ dont la construe- 
tion pourrait embarrasser les commen9ans , s'inlerpr^tent 
san^ aucune difHculte , d^s qu'on se rappelle qu'on ne peut 
faire entrer des lignes dans le oalcul qu'en les supposant repre- 
sentees par des nombres. F^ exemple , si m, h, c, repres^ntent 
des longueurs donnees , et j; la longueur inconnue que Ton 
cherche , il est possible que I'equation en x doni^e 



= ^'+t^a^ — a^ + 



c" 



Une pareille expression n'aurait aucun sens raisonnable , si 

Ton voulait entendre que a^ b yC etxj representent reellement 

des lignes ; mais elle s'interprete sans difficulte d^s que I'on 

regarde ces quantit<5s com me des nombres. 

I 
Veut-on Gonstruire une expression de ce gonie par la g^ooie^ 

trie y rien n^est plus simple ; il faut repreaoDter aussi I'unite 

lineaire par une let]:re , par /, par exemple ;' puis , au lieu 

des nombres a, b, c ; x y on aura kg rapports ^quiralens 

-J 9 "y^T-^T-* ^^^* iesquels ji , B , C, X, designenj 

reellement les lignes dont a ybyCyX y ^taient les expressions 
hum6riques j et ^ en substituant ces valeurs dans I'equation 
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pricidente , elle deviendta 



X' 



V 



«a f en faisant ^vanouir le d^nominateur du premier membr* v 

L'expreasion de la ligne X ainsi prdparde ^ ne renferme plas 

que des quantit^s faciles a conslruire , car repr^aeate une 

ligne D 9 qui s'obtiendra par une quatri^ine proportionnelle ; 

-— peut se decomposer en . A , et Ton peut lui aubstituer 

tin carr6 E^ , dans lequel la ligne j&est moyenne proportionlielle 
enlre A et — : de ni^me, le produit AB peut se trans- 
former en un carre JP' , et la parlie radicale de Fexpressionr 
prec^dente deviendra 

Au moyen du triangle rectangle, B^ — J** peut se trans- 

foriher en carr^ i/" ; et le restiltat , qui devient V //* + C* , 
s'obtiendra par une construction du m^me g6nre. Le radical 
de oette expression sera ainsi represente tout entier par une 
ligne 6r ^ et I'on aura 

r^sultat qui n'ezige plus qu'une simple addition de lignes. On 
op^rera de la m^me maniere dans tons les cas analogues j et , 
si Ton veut bien se rappeler que les lettres sur lesquelles on > 
effectue le calcul reprcsentent toujours des rapports de lignes , 
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rinterpr^tation des r^sultats n'ofirira jamais aucune obacu- 
pie. 

12. Au reste , lea constructions g^om^triquea ne doivent ^tre 
regard^es que comme un moyen quelquefois d^ant de repr6- 
senter lea solutions des prdbMmes t et non pas comme un pro« 
t6d6 rigoureux pour trouver leurs valeurs numeriques. Rela- 
tivement k ce dernier objet , le calcul est infiniment preferable , 
parce que son exactitude est indeiinie , et m^me il vliut toujours 
mieux y recourir , quand la construction n'est paa Ir^-simple. 

i3. Les m^thodes que nous yenons de paroourir n'avaient 
pour but que des probldmes ddterminis ^ c'est-a-dire » dans 
lesquels Tinconnue n'etait susceptible que d'un certain nombre 
fini de valeurs ; mais on pent aussi se proposer des questions 
de g^om^trie ind6termin^es , qui soient susceptibles d'une infi- 
nite de solutions. 

Par exemple , si Ton consid^re une ligne courbe AMM}. 
trac^e sur un plan (fig. 6 ) , et que ^ de plusieurs points de cette 
courbe, on m^ne des perpendiculaires PM, M' P', sur une 
droite^X donn^e dans le plan, ces perpendiculaires auront 
certainement nne longueur d^terminde d^pendante de la nature 
de la courbe , de sa position^ et de la distance des points MM* : 
Si done on prend sur la ligne ^X.un point fixe A pour point 
de depart , chaque ligne AP aura sa oorrespondante PM y 
qui r^sultera du concours de toutes ces circonstances ; et la 
relation qui subsistera entre les AP et les PM ^ dans les 
diverses parties de la courbe y determine ndcessairement la 
forme de son cours. 

Or , il serait tr^s-possible que oe rapport fut de nature k 
kite toujours exprime par une m^me Equation entre les AP 
et les PM'j auquel cas cette Equation servirait k trouver une 
quelconque de ces quantites par le moyen de I'autre ^ iorsque 
celle-ci serait donnee. 



' 
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Si Ton savait , par exemple , que dans toute IVtendue cle 
ia courbe chaque PAt est egale k la ligne JlP qui lui 
correspond 9 eil representant g6neralement les premieres par 
la lettre y, et les derni^res par j; , on aurait entre elles la 
relation 

Dans ce cas , la suite des points M^M'. .. ( fig. 7 ) forme ivi- 
demment una ligne droite inclinee de 5o** sur Paxe y^X. 

Si I'on savait^ au contraire, que dans toute I'etendue de la 
courbe chaque PM est moyenne proportionnelle entre le» 
distances du point P (fig. 8) , a deux points fixes y4 et B pris - 
sur YsxtAB, en representant toujours AP par XyPM^aryy 

« _ 

et ) nommant 2a 1* 'distance AB , on aurait , d'apres la 
condition propos^e^ 

on y* s:2a X- — *'. 

Cctte equation fait eonnaltre y , lorsqne Ton se donae -x , et 

- » 

reciproquement : elle suffit done pour trouver autant que I'ott. 
voudra de lignes PM et de points M, Jfcf' ... qui seront tons 
sur la conrbo proposee. II est visible, d'ailleurs , d*apr^ la 
propriety d'oii nous sommes partis ^ que cette courbe est'une 
circonf(6Fence de cercle decritc sur AB comme diatn^tre. 

14. Fuisque chacune des equations 

y*z=:2ax — x^ 

peat servir k trouver autant de points que I'on voudra sur la 
diroite ou sur k cerqle dont elks enoncent une propriety g^ne<^ 
rale, il est evident que ces Equations sont ^uivalentes k la 
construction actiielie de ces lignes^ et qu'elles peuvent ^tre 
employees pour les repr^senter. 



^ 



^ if- - -- ■ 
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Oapeut, en generalisant ce resultat , regarder touies lea 
Ugnes courbes comnie susceptibiea d'etre ainsi representees 
par des equations entre deux variables indetermin^eB ; et , 
reciproquement , on yoit qu'une Equation quelconque , entre 
deux indeterminees y pent ^tre inlerpretee.geometriquement, 
et oonsideree comme repr^sentant une ligne courbe iri^ont elle 
peat faire trouver successivement tous lea points. 

i5. Cette mani^re d'enyisager les rapports de la g6ometrie 
et de I'algebre est beauooup plus etendue et plus feconde que 
celle que nous avions oonsideree d'abord , et qui se bomait aux 
prabiemes de geometrie determines ; on pent memo la gene- 
raliser encore , et Pappliquer aux equations i^ trois variables 
qui representent des surfaces , coj^me on le verra par la suite; 
mais , pour le moment , les considerations precedentes nous 
dufiiront. Je ne me proposais id que de fixer precisement , et 
de faire bien comprendre cette division qui part^ I'appli- 
cation de Talgebre k la geometric en deux branches distinctes 
et totalemfent separces dans leur objet. Elles Pont ete de meme 
dans I'histoire des mathematiques. L'invention de la dcrniere 
est due k Descartes. Avant ce grand homme , on n'avait appli* 
que Palgebre qu'aux probiemes de geometric determines. II 
ouvrit ainsi une route nouvelle , et Ton pent dire qu'il fraya le 
cherain k Newton. 

16. Apres avoir jete un coup-d'oeil en avant sur la carrierc 
que nous aliens parcourir , et trace la route que nous devons 
suivre,il faut revenir en arridre, et former les methodes 
nece^aires pour avancer ensuite facilemenf . 

La premiere chose k faire a cet egard ,^c'est de chercher un 
procede direct pour eaoncer les probiemes de geometrie dans 
le langage de Taigebre^ afin d'etre toujours assure de pouvoir 
les mettre en equation. C'est k quoi nous parviendrons, en con* 
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siderant qu'ane question de g6om6trie peul toujours se reduirey} 
en derni^re analyse , k trouver un ou'plusieurs points dlsposd^ 
suivaut des conditions donn^es ; d'ou il suit que, pour atteindre 
le but propose , il faut chercher comment on pent exprimer en 
analyse la position des points de I'espace* 

L'espa^ , tel que les geom^tres le consid^rent , est une> 
etendue indefinie dans laquelle on con9oit que tous les corps 
sent plac6s. On ne peut done y determiner le lieu absolu des 
corps , mais seulement leurs situations Relatives , qui sont les 
seules dont la connaissance nous soit n^cessaire : et, pour 
cela , on rapporte ces points a des objets fixes , dont on sup- 
pose que la position est connue. 

Sur un plan on con9oit ^eux droit es ^X , ^Yy faisant 
entre elles un angle quelconque donne (fig. 9 ) ; tout point Mj 
situe dans le plan 9 est determine lorsqu'on connait les longueurs 
des droites MQ ^ MP j menees de ce point parall^lement 
auxlignes AX^ AYj et terminees a ces Ugnes; car -par lespro- 
prietesdes paralleles jiQz=iPM, et AP = QM. On peut 
done y en connaissant ces valeurs , mener los droites PM et 
MQ^ qui ^ par leur intersection y d^terminent le point M. 

Dans Tespace, on conceit trois plans YAXy XAZy ZAY^ 
faisant entre eux d^s angles donnds (fig. 10 ). Un point quel- 
conque MsQ trouve determine de position y quand on connait 
les longueurs des droites MM^ , MM*! , MM"^ , menees par 
ce point parallelement aux intersections des trois plans ^ et ter^ 
minxes a ces plans ; car alors on peut mener trois plans paral- 
leles a ceux-ci t et sur lesquels il se trouve. 

Avant d'examiner les consequences qui rdsultent des con- 
tentions prdcedentes , iWst bon d'observer qu'en general nous 
^rendrons les mdts plan et llgne droite dans Icut acception la 
plus aendue'; c'esl-^-dire, qu'en general nous entendrons, 
par ligne droite , une ligne droite indefiniment prolongee, et 
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par plan , un plan indefiniment etendu. Lorsqu*!! sera n^ces- 
saire de consid^rer des portions limit^es de plana ou de droites, 
nous en avertirons , comme nous venons de le faire; mais 
ces abstractions seront toujours determinees par les conditions 
particulieres de la question proposee. 

Des Points et de la IJgne Droite consideres 

sur un plan. 

17. Lorsque Ics points ilf, JIT^ d'un plan sont rapportes 
k dettx lignes fixes , AX^ AY^ menses dans ce plan , les lon- 
gueurs QM y Q^JkT , ou leurs 6gales AP , AP* , se noinment 
abscisses ; et les distances PM9 P^M^ , ou leurs ^gales AQ 9 
AQ' 9 s'appellent ordonndes (fig 9)* La ligne AX, sur 
laquelle se comptent les longueurs AP f AP^ ^ se nomme 
\axe des abscisses ; AY est \axe des ordonnees. Les or* 
donn^es et les abscisses se d^signent encore par la denomina- 
tion gendrale de coordonnSes ; les lignes AX y AY y sont 
alors les MLt% des ooordonnees y et le point A y ou elles se 
coupent y en est Yorigine. Le choix des axes est absolument 
arbitraire ; et Ton pent , & volont6 y compter les absdssea oa 
les ordonnees sur Fun ou sur Fautre. 

18. Representons en general par x les abscisses 9 et par jr 
les ordonnees ; » et ^ seront des variable^ qui prendront di- 
verses valeurs pour les diffi6rens points que I'on devra oonsi- 
derer (fig. 9). Si 1 par exemple^ ayant mesur^ ks longueurs 
APy PiW,qui d^terminent le point M, on troure la pre-^ 
mi^re ^gale kay et la seconde egale k b , on attra^ pour fixer 
la position.de ee point y les deux Equations 

»=:a ysxb; 

et , comme elle^ sufHsent pour cet objet y nous les nommerons 
les ^i^atioiu du point M. 
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Si I'abscisse ^P restant la nidme, Tordonnee PM dimi^ 
hue , le point M s'approche d^ plus' en plus de I'axe AXi si 
PMou b derient nuUe , le poiiit M tombe en P sur I'uxe 
des 2v lui-m^me ^ et ces Equations deviennent 

iSi I'ordonn^e Pitf restant la in6me> I'abscisse jiP diminue , 
le point M s'approche de plus en plus de I'axe u^Y , avec 
Icquel il finira par comcider^ si AP devient nuUe; ce qui 
donne 

pour les Equations d'un point tel que ^^ sitae sur Faxe m^me 
desj^. 

Enfin , si I'abscisse AP et l*ordonn6e PM deviennent 
nulles en m^me temps , le point M coincide avec le point A , 
origine des cocrdonndes , et I'on a ^ 

ar=:o ^==0 

poqt les Equations de cette. origine. 

19. On Iroit par Ik^ qu'en supposant aux variables x et y 
toutes les valeurs positives possibles, depuis zdro jusqu'ii I'in- 
fini , on peut exprimer la position de tous les points places dans 
Wangle YAX. 

Quant aux points compris dans les antres angles form^ par 
les axes , ils r^pondent aux valeurs negatived des variables x et/. 

' Pour le demontrer , concevons qu'au lieu de YA on 
prenne pour axe des y la ligne A' Y^ parall^le k la premiere , 
et telle que A'A^ = A ('fig .11). Nommons ar' les nouvejles 
abscisses comptees sur le m^me axe AX , mais k partir de. )a 
nouvelle origine AK Cela pos^ y sLnous considerons un point 
quelconque M situe dans Tangle Y'A'X , nous aurons 

AP=iAAf + A'P oji x=iA + x'l 
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tiatais I 81 nous oon^iderooa un point M' ^>tii6 .49q» TangU 
Y'A'A , ct que nous represfQt^oBS ^cojrp f9g ^l^pip^se y^'P' 
par la variable J ^ en lui supposant toutefois une valeur 
queloonque y nous aurons 

A'I^^AA*^A*P* ou* = ^-*>; 

' . ..." 

So^ Von volt qu«| si I'oa yeut rendfj^ la .nffto^f fsri^ule f nan 
lytique r . ; ; 

q]{>licaUe 44ar{ois aiuc .poiiits sita«s ^ns Vaf^e StA'-Y^f 
«t aiix potit^ siUiis> iialu i'angle AjfY^ j ii iaat vegaitder 
pour ceux-ci les valeurs de x* comme \n^gatives ^ #n sof M 
que k cb^llgealellt jdB ^na rcpokde ii leikr oha|ig4»iReM de 
pofiition^par rappcbl^li^aaQ? ^F'. - - 

Poor ponfirnk^ jOdtH acoiiMlqum^ , «t faiVtf i^oit ens^vs^ 
plus claireinent comment la formule -pree^nte - pent 4ier 
les differens points du pDan , supposons que Ton consid^re 
d'abord un point ^sifti^.fgr i'-W» t^^I^ Iw-iP^m^ : PfliV (9I^ 
point jc' s^ra nul ^ et la formul^ 

x'ssz A A'X^ donnera x:=^A* 

G'est U val»^r 4e Vftbicw^ ^«^^ |^ i^H^i^ «^ M(» 

»• ' s 

JMais. 9i I'o^ y«^t qut «0M# loinM i^ipitioa yQW9imxk% 
au^i ^fix points sita^ jiwr I'a^v ^F , 4^n^Aero»> M 

qt^^Ico^qiie ^'fiiti^e jiiu« ; sm «iM)ii8^i'fF .1^4 njrfk^ St. j^l^ 
focpiHle pra<7edstnWi dioiii^)^ 



^ k 



r k I, * » 



^ + x^=o 0U4r=r — ^; 

ce,qvi ^t cn<?v«^ If .yalf^w^.df ^'ft^sv..^^'^ifp.;|i IPfpJ 

pmnt.jpHp9ritefi.rft3j.fr, ^'^T-. ^!^pm«iiw 4,nAly«i4«« 4^ 

cctt© ^bscisse dej^i^ dpu9 posi^ivf powp ;1^ ^F , ^ 
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ndgative pour Faze A^V ^ quand on supposie lef points du 
plan lids entre eux par Tequation 

« = ^ ,+ at'. 

Ge r&ultat s'applique ^galement aux valeurs negatives 
de a; y et proure qu'elles appartienncnt aux points situi^ 
dtt c6t6 de Faxe AY , opposd aux valeurs positives ; car, 
quel que soit celui de ces points que I'on oonsid^re , si on 
le repr^sente par l/V^ , on pourra* toujours mener un nouvel 
^e. A^^Y* J qui se trouvera plac6 par rapport a I'axe AY^ 
oomme celui-ci Fitait pr^cddemment lui-m6me par rapport a 
I'axe^'r 

£n transportant I'axe AX paralUlement k lui-m^me , et 
fixant la nouvelle origine en A^'(Jig, 12) ; faisant^^f = By 
el nommant jr' les nouvelles ordonn^es comptdes k partir de 
r^axe A'^JC^ , on aura 

pour les poilltt situ^s datts ijpngle YA"X*^ , 

et y^ B —y 

* *, . * - 

pour ceux qui sont situes dans Tangle AA^*X'* : en 
sorte que y pour comprendre les uns et les autres dans 
une m^me formulo analytique , il faut rqgarder les valeurs 
n6gatit=es de/' CQmme correspondftnles a des points situes 
du cdt6 de I'axe A^'X'i oppose aux y positives ; et y 
^inmecela s'applique ^galement aUiC axe^^AXyAY, on 
en doi|. conclure que les changeniens de signe de la va-' 
riable y repoudent au changement de position des points do 
part ou d'autre de Faxe des abscisses. 
- "En ^rdunissant ces ^risultats , on voit que les valours 
xn^atives des c6ordonn6es doivent dtre prises en sens con- 
traire de leUrs valeurs positives ^ sans quoi , les iliem'es - 



'X 
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formal^ ne pourraient pas s'appliquer k toad les points 
du plan , et ne coinprendraient que ceux qui seraient 
sitiies .daiui un m^me angle des axes. R^ciproquement ; 
la oon^entioh pr^cedente ^tant ^tablie ', tous les points da 
plan^ quelle .que spit leur siluationy soul compris danB lea 
m^mes formules. * 

On aura , d^apr^s ce qui precede , {^g> 9 ) 

^fl||B Tangle YAX x positif et y positif , 

dans Tangle YAx x n6gatif y positif, 

dans Tangle XAy x positif y n^gatif , 

dans Tangle xAy \ x negatif y n^gatif , 

par consequent ; les equations 

qui d^terminent la position* d'un point dans Tangle YAX 9 
deviendront 

xz±:—^a jr=:±— 3j - 

- 1 
selon que ce point passera dans un des angles YAx , 

XAy , xAy. En supposant a et 6 quelconques , les deux 

premieres pourront reprcsenter toutes les autres. 

ao. La liaison que nous venbns' de decouvrir entre les 

signes des Variables \r et / , et leurs positio/is par rapport 

k leur origine commune', n\ pas lieu beulement lorsque 

leurs "valeurs.sorit ijo'nipfees sur des lignes droites ; cette 

UaisoR subsisted touted lei fdis que Ton >epresente les va- 

lejirs d'tme' quantite > vatiable par des lon^uelirs comptees 

•fiur.une ligne ^uelcon^ue ,^t k pai'tir d'un m^me point* 
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Soil , par example y une oirconftrence de cerde AB ab , 
dont Aa est un diametre^ et dont le ceninsi est «tt 
point C {fig* l5 ) : 81 Von Veut repr6denter le» valeurt 
positives d'une varinble x par lea arcs AM , AM^ ^ oomptA 
k partir du point A , et dans le sens AB , il faudra repr6- 
senter les valeurs ndgatives de la m^me variable par des 4trcs 
Am^ Amf , Gomptes k partir du meipc poini; A , et dans 
le sens oppose au premier y sans quel ces arcs ne pourron^ 
pas Mre compris avec les pr^ccdens dans une mmfb formule 
analyti^ue. 

£n effet ^ si Ton con9oit j'ori^ine f ranaport^e en A^ , et 
qu'on represente par x\les valeurs dc8.«rcs^ pomptees de 
^ point t on aura , en faisant A A' = a , 

■ 

poor les points situes au-delada point A^ ,^ 

* 

et x^sz a — x^ 

pour les points situes entre le point A-^ et le point A. 
Ainsi y pour que la.m^e formule x=s^ 4* ^' convienne aux 
uns et aux autres , il faut regarder le changement de signe 
de xf comme r^pondant au changement de position des arcs 
par rapport k la nouvelle origine. 

Avec cette convention , si Ton fait a;' =r o , on aura 
X = a pour la valeur de I'arc AA^ cpmpt^e k partir du 
point A ,, tdndis qu'6n faisant x = o , on aura x' = -^ a 
pour la valeur de cc radme arc rappprtee au point ,A^. 

Et cojpame c^a raisonneno/Qng^sont /^ppUfiaUesii l-acigkne A 
aussi bien qu'A .roriginf; ^'^, on doit. en. coaclure que 
les ai^ A^gatifs doiv^nt Ore pris ea Bern poiitraii^ .dos 
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arcs poflitift , pour que les uns et les atttres puiasent 
£tre campris dans lea vidauca eacooffiirea d^une m^rna 
Tariable x» 

Les prineipea axpoi^^ dana le n*« ig^tant appUqnda , dam la 
cerde ^ aux sinus ^ oosinos , determinent oompUtameiit lamar- 
vhe etles rapports des signea qu'il faut lenr attiibilar dans lasdif- 
ferena cadraas. Si dea poinls MM', estr^miMf diM avoa ^jlf 
JIM', on m^e lea droi«e» JMIS, M'E', perpoa^ulaireB aa 
rayon, C^f-oes^droitasaitv^eaduvitoe o6t^de aa ragrcm et pa« 
rall^les entr'elles^ devreoldtreaireot^ dam^iriM^aii^iei par 
cxemple da aigiie-4*»6airoapaiiC)aaceilittd6rer oooMnaediaaoBdon- 
aees oo«ipteea k fHiryr dn fom% OrVUf la Hgne CB parpcndicu- 
hire a Cji. II ensera de m6m9^ par la n^Hie raisoft, de toua lea 
siaua^-qui appaaptieoaanir idratfefrddnt Faxtr^uvM aetemino 
sur mi jka poiiaa ie^ k dep[|ii-iiroaiiyG^ra«9a ^ jB « ^ mais ima 
fois cette oonventiea adpffiih , tona lea simia dm aimi- daat I^bk^^ 
trenrit^ae ^mi|fH|fV ]fauti^^i¥»|i4^ ^^ la. dreonfeteiloe^, 
doive^t.A^^^,a£p9c^^d^ aigB« ntigalif^ car les dr<Mto8 mp> 
m'p'yi^ lar ivfi^nteBf^poiyKapt at eampleraar la mjwn c a^ 
dans un aena directement contraire aux premiera, ^e^yent hXtp 
marques du vtfff^ tippus^. . * 

Quant aux coslnus , pour^ le point A , oil Tare est nul , 
il est Jigai'att rayon €A\ cit p^tur le point a, oii I'arc 
estde 26o^, itest ^gal & Cd. Si- doi^c iious'le siipposona 
^osttiif dhns Wjnreibi^ CSiLs, 3 fkiidra le ragijrder oonime 
n^gatif dana^Te secoi<d; i|^Ti'<£<nx e^liito^lument libra « 
seulement il iaut observer la. m^mjs loi par rapport- .aux 
lignea aittt,^^. de part et^d'ai^tro du point C ftur, la ligne 

Lea aignes dea 8iHua>.<|it de^ cpsinus ^tant deferniin6a 
d'apres les cotiventions precedentes , seloipv leiH* position 
dana les differeos quarta de oercle , oeux de toutea lea 
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•nfres ligires frigonometriques s'en diduiscnt ; cat cet 
Kgncfl peuvent toujour ^tre exprimees ration neHewicnt ^ 
- en fonction Aea sinus et des cosinus auxquels elles ripon- 
dent , de sorte que Ton connaitra leurs signear d*aprts ccux 
que prennent ccs quantity. ...... 

On peut done, a Faide des princlpes pr^cddenf , cxpli- 
quer sans difficult^ la marche des valeurs que pi^ennent 
leg Ifgnes trigonomdtriques suivant les differens arcs- aux- 
quels '©iles r^pondent. Qtroique cet e^emple nous art uit 
peu ecartes de notre objet , j'ai cru devoir le donner , parce 
qu^il demande des considerations assez digHcates , et qu'i! 
est- tr^-propre a faire sentir comment oti dbit raidonner 
dans tous les cas de cette nature; 

* 21. On peat encore , k I'aide die ce qui pr6cMe , troirrer 
Hinalytiquement rexpression de la distaiice de deiii points 
dont on- cdnnatt les coordonnee» reetansles." " ^ '- ' 
' Soient ilf' , M'^ , les |)oints dont il ^^^^.l^)^ si 
Ton nt^ne il[/'Q' parallelc & I'dxe des x y^gt^ermiiife aux 
,r«oordonn<^es M^P' , ^M^'P^^ , le triangle JMPUkP'Q^l reWangl* 
en Q', doiinera , ' ' • ' 

Soient inamlenanta:/,^, a;".,y/,lescooxc|onij^eg^P', 
jP'Mi, A>', PJ'M'/iM'Q'. sera x'^—x' , et i^> (V =y>i^y' . 
3i done pn rejresente par D la distance ,cherpli6e , oBt aura 

' Si un 3es |)oinfs , par" exeinple celui dont les' coordon- 
h6e^ soht*3xr , y' , ctait I'origine lii^iiiedes coordbnn^es^j on 
aurait • - • , 

ce qui dbhnerait 
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CW Teiq^rcssioii de.la distance d'un point , quefcon^u© k 
Torigioe des coordonn^ca. H est ais* de.a'cn convaincro 
aur la figure inline , ou M represcato le point dont il 
a^git {fig, i5 ) J c*r le triangle AMP ^ rectangle en Pf 
donne 



d'oa 



^Jbf = ^P + PJ*f = a;» + jr' } 



U— V'x'+J''' 



a2. Reprenons maintenant en parlicnlier dvicijne.des .4eu>^ 
*(juation» :r=a ,y = 6 , qui.fixent la i^siiion d'un point 
sur un plan , a et ft etant des quantity quclcqnques. . 

La premi^ , a; = a , consid^r^e comme si cUe existait 
seule, €t prise dans son sens Ic plus itendu tant qu'on 
ne- considere que deux dimensiotts , convient^ k tons Ifcs 
poiwls dotft- rabtfciase est 6gSle^ a {fig. g>. Gr ^ si noi» 
supposons AP^a^ tons les points de la ligne PM , pro- 
longee ind^finiment dans ' les- deiflc'sens , satisferont a cette 
condition. L'equation x ^ a appajrtient dobo 4 la. ligno 
droite Plf , paralUle ¥ Vaxe, des j^. ^ , r: on i j n ' ''. 

On prouvera de mtoie que P6quation ,y = fr exprime 
line propriete qui convient k tous lea points, de la Jigne QM 
prolongee ind6finiment dans les deux sens. . , ^ . 

Ainsi, en disant qu^ Je point M est . d(6termin6 par le 
systdme ^^^ equations , • » 



♦ f 



JC 



kJs^..^ ' y "ssi h f 



• I 



on^ciit qu'il est donne par Tintersection de deux droite^ 
jaralleles* aux axes' jt.Jty' ce qui est la traduction- 
litterale de la construction g£omarique qui. sert k U 
trouver.. 



'•><» •'»«' 



24 PAi^JLIMIKAIRlS. 

La ligifiedroite , repr^stflklee par I'eqnalion tern a j ••era 
shu^ tcrnte tnii^te da d^te de» ablciM6s positiTel, ti a 
est poftitif : bu oOJitMref tti « Mt ivftgAtif , eile te troo- 
vera du t6t6 del aBicitoes tt^gbtiv^^ il 4 est nul, ell« 
ooi'ncidera avec I'axe des/, dont I'equatioii est par <x>]i-> 
sequent 



»=:o. 



II est visible , en efSst ^ que cette propri^ti est commuiiil k 
tous les points qui y sont sif u6f / ft n'a|rpartif nt qu'^ eux seuls. 
De mdme ^ suivant que 6 sera positif ou neg^tif , la ligne 
droi/e , d6nf r^qtiatibd ^ y±: 6> seVa situ^e au-dessus 
6u aii^^essous de P&e' de^ x \ etV ^i B^ ^t nul , elle coin* 
cidera av^c c^t titt , doiit f j^quatioh est par tbtas^quent 






Eafiq y le p^iol ^., erigme 4es cootdonn^s^ ^laot k-hk 
§ok sur 964 dev^^^^r ; vera dOliB^ y J^r I# ftystinifi.df* deUXr 
^uatiow. 






ppzso yifsq^ 



23. La methode que' is6iU axon's eniploy^e ^otir expri- 
met anafytiqu^n^iiit' Ik position "d^un poiiit , peiit done 
serVir iencoi'^* 4 ihlioiei tfkk suite cle points sitUear sur 
une mdine ligne 'Sroit^ paralfeli k' m des axes' des coor--^ 
donnees. 'En ^eiieralisai^t ce resultat , on voit que^' si tous 
]ea points d'une ligne quelconque , droite 6u coiifteV sont 
tels qu'il existe la .ilitoe reIa1ton..efitre les ordonn^ et 
les abscisses de^ chacun d'eu;c^, Tequatio^ entre ,x etjr , qui 
exprimera c^tfe relation , apit caracteriser cette ligne. 
ileeiprbquement , Inequation Stahlt dbniiee , la patipre S^ 
la cdurBe s'en^uit ; ^car si I'on veut trouVei* ceux de ses 
points qui r^pondent k une abscisse determinee , il siiIEia 
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da mettre cette rAleur pour x dins I'^aatioii | et celle-ct 
ne oonlenant plus ahn^ que In aeitle Inponinie y , km 
connaitre led ' valetu^ dei obordonii^es covreipoiidaiiteB f 
qu'il faudra placer, par rapport k Faxv devjr>y o»iif<iriii^ 
ment aux signea dont ellea aont affectees : dentiMiiev en ao 
donnaiit jr , F^quatioit fiera o6iRiaifre' lea ▼aleuri oorreapon- 
daatea de x.. • > 

Une eqaalJDn qui ozprime aittai la |>datioii qa'ont enlr# 
ellea lea absclaaea et lea ordonn^ea de cfaaque poiiit d'lin^ 
ligkid y ae nDmme Ve^tm^p^ de cetU iigfU^ et e^le-ci eat 
oontt&iie ea dbcohtmiie) aurrant que la m^uie ^nation 
oonvient oa ne convieiit jpae k ton* lea peinta doat elle eat 
•oinpoace^ 

24. GoB^idel'oiiia y pear ^xenpk , wit hgam droiie jiM 
(ftt^*^i6) meaie paf i'mgiiie. des oo6rdoiio^ea y et fUaaiit 
un . angle « ereo Paxe dea' J y Tangle del ieasi azM ^tant 
^ga! It ^<: ai d'ua poiaiquekonqne Ml , pria aur cette droite, 
on mdne I'ordeiHiee PM {uiralUle li Ymm^ dea j , on aura 
toujours 

PM AP aiii m 

am « sm* (/8 — *) -^ - '•am (/8— *} 

et cette Equation ayant lieu pour toua lea pointa de la droite 

>dfAf', esty^Ua^<** d*'fc<itte droile. 

Qaqiqtid ^ua I'Mjrdne libieiitte M c6&^idi6^tit lea pointa 

tiXu^B ^inh Vm^ TAX y elfe li'^n ^t pa^ hidiila appli- 

^aBle aiit |)oiiit8 8hu€l dififta 1^ ^afi^^ an^ei dba lixea , 

pouHra qn'an y cbaii^ ecdfrvei^aBlenieht le aigne de^ Va«' 

riaBlea t ki y\ Si l'd6 Jr faSf , par ekeriiple , it Ufigitif ^ 

]>r)ar atroif lea poiitis ^d^a cfo ioote cl^'absciaiieli n^gativtai 

felle d(Jiinerii • 

' ; ' . ja ain a 



] 
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e'est-k'dure ,qae, pour oes- points, y devient aussi ii^g^^ . 
tire, de sorte qu'ils 8ont sUiids au-^easoin de Paxe 6e9x r 
tandis que oeux qui sonk situ^ dans Tangle XyiY sontau- 
deuua du m6me axe : nous aupposona ici que sin « est uae 
quantite positive. • 

Getie valenr de « est la mtme pour tous les pomts de 
la mime droite j4M ; mais elle varie d'une droite a une 
autre : ezamiiiions les circonstances qui r^sultent de ceite 
Variation. z'. - . •» 

A mesure que m diminue f la^ droite a'incline vers I'axe 
des abscisses , avea lequel clle se ponfend lorsqne » sr o i 
aussi cettc supposition donne*t«elle j^ = o pour son ^ua-* 
tion. A mesure que « augmente 9 la droite approch^ d# 
se oon&ndre avee Taze des y , avec lequel elle coincide 
quand ^S = « ; car t aIofs , sin^ /8 *-( « ) dcvenanl nul *, 1'^ 
qnation se ir^duit k xzssb. L'angle « continuant a aug-* 
Renter , ( /8 — «) devient' une' quaifttit^ negative •, a!grs> 
sin ( /9 — . A ) est ni6gatil et egal kr-^an {m^^fi) f et Peqaft^ 
tion de la droite derient 



X Bin u 



sin (« — ^3) ' 

ellese tronve alors plac^ daijis la situation j4M^ , et c'est 
Cf que requation pricedente confiffme f car tant que x est po- 
§itii, elle donne y .negatif, et Ton ne peut avoir j'positif 
qu'en prcManjfc Xrii^gatif : cequl indique que \a droite reste 
au-dessous de Paxe des a; du c6t^ des abscisses positives ,. et ne / 
passe au-dessus de cetaxe que da'c6te das abscisses n^atives*. 

tf.devenant^gal k 2ooC^, la droite se confond de nouveau avec 
Taxe des x /.'c'est c^que la formulc indique , car oxl a alors 
sin «c=o , ce qui dpnne^ z=z.o pour l'6quation de la droite. 

Enfin f a devenant plus grand que 2100^ , sin « est i^egatif p 
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aussi bien q^ei^, (#— • ).^ «* requatioadc la droiterede-. 
vient , Gomme prec^demment « 



<. , . (»rf ' " • '^vrrt <^rf' • a 



- 81Q it. 
y •— j^ — « 



lief coefficient i ■ ;° f? ■ ■ TCpttiad aldiS- des 

■ l^i .If T|.,»4 till /l».l > -iJ 



— • ■ ' J t : I ». 1 



lives : en effet , la droite se trouve alors placee dans la silua- 
lipn y^M";.,et , convme qII^ est indefinie, clle reprendsac- 
cessivement . aprea cctte revolution . les.positjotta qu elle oc- 

On vpit y par cette disctu^on ^ que la fonnule 



«K |1 ^ 



sin i^ 



jr=:4r 



sin (/S — i*) 






eHapplioable( kt^ulep^fes diwJtes ^qui p«as6nt'ptts Vorigine dm 

. ^:^S\ Consideronsi $iAiiiieiiAXxMiil!& drbile.q)ii f«aae « ainsique 
kpsec^d^te., I'ai^le li a¥^4'axe^8 abslciaies^, mais qui ne 
passe plus par Forigine des coordonn^es ( fig. .J7 ) v.ct , comme 
elle ne sezait pas d^termin^e par cette seule condition , suppo- 
sons , de plus, qu'elle coupe Vnxede^^^ dans un point ^', lei 
que ^A^ soit egal a 6 : si on lui meuQ , par Torigine des coor- 
don hoes ^ une^ralldle :^iVy dont T^quatTdh aiera 



sm « 



I .« 



^ ' sin(^---e) _ .... ; .^ 

la.vajenr'de ^Fofdtomi^e Filf sc'composera, pour un point 
quelconc^ , de ia'i^t«e^ MTNT^; qui est ^galei JA^ ou 

A &,-ef-d6, rordoiinde I'iV^, dont la valeur erfl . , \ ri 

. sin(/S— «) 

&1- ritinissant jces'^eilx <pJantites> on aura I'expression del 
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Vatioaniv PM <»/ it> 1» dMk» ^pm^ ) ^ UNW 

s sin « 

•- — — % 
Celt r^quation la plus* g^n^rale d'une ligne droite , quand ok 
He Gonsi^dxe que dpipc,driPQMi^Qakr fit etln rnnfemiae deux.ui<f 
d^termindes «i et^ ^ paroe qu'il faut deux conditiona pour par- 

ticuIariiseiMa ditntc.'* ' 

II cst'fecfle de r6*dolftriailre J f^Y h ferine* didihe de celt© 
eqiiktibii, qttVtdife l««^jfoihiy-4iit4ua^^^ ajipartieht aont 
aituea aur une ligne droite , car on en tire 



yjzi^ 



aintf 



; X ^ siii ( iS 2— « ) 

Si on regarde le m^me point M conime un quelconque de 
ceux quit MiMbtii d a^^ei ^imeAM y ^ 9^ y F^i* le point ji^i 
pour lequel ^^' z= ft^ on mdne une paralUle Ji^^i. fBix& 
^S3t/Q M§btk ^>f -^^-^ ^ Q^Mfl^^^al ati« ,^ el , ptiisque 
par 1$ ti0iitu0 da I'^cfiKikuft le wpj^n ^'y — > d k 4P est 
eon^tft I ott4tCi^ 



f, .f , t^ ^\i . • I ■ ' • ,^ 






ll, ta. 1 'o «< 



^ et ainsi de suite pour tQus ]ea pcdiitf J^> r.^y q'Ui yeci^r^nl 
Tequation propos^e ] d^ou il suit que lea triangles A^MQ , 
A^J^Q^i etc. aont semblablea.^ etpar.xx>n8^quent tous cea 
points sent en ligne droite. 

Oa peut retrottver de ^in|e<foutea les autros.^ci^cons^r 

ta^cea J^lativ€4 i ,ceWe iSg^e i ^^ , 4'ab^r<J » 1». r^pppri /;pi^- 

jLtfy sin It 

tant^^ etai* igyii i< ^^: t ' jj^ i ^ . y 'l^anglfr MA'Q sss^ f\ de 

plus, qua»d « £= p, oiaajf.=a 4/ et piaLCpB^»ientvi!Wc=5^i 
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on « imc ^ point 4^ la 4r9ite i et Tangly .quVtte £ut av«Q 
r«xe, 4^ .£ : 01^ fOJKn, done la oonstrAJire d*.^p^ o^^U^nn^es. 

Si I'qh vqutoomiattTe le point oik ^p "^m^f^ I'-a|D9 i.mx, H 
£iudra«iippoaery Aulle; .ce gi4,«iji^^ PPW^II^ W« pointl fi- 
llip a^r oet ipi^ <3ett^ ffUj^Qffiflon #pnip^ 

«in(^ — «) 
^n * • 

et Ton yoit, par le signe de oette Taleur , que, ai « eit 
inoindre quci ^f b etant positif, la droite ooupera I'aze des x 
du cdU des absciases i^gaCirei ; te qti'E ^tait d'aillears facile 
de. pr^Yoin .' 

En supposaBi m nSgat^et plai gnaad qM.iia nralnir pr666* 
dente , on aina les ordonn^es de ]p, drpite au-deUi du point B ; 
et ces valeurs seront h^grtives , parpe qu'elle passe alort au- 
dessous de Paxe des.absciasei. 

Ainsi f non-seulementr^qualion 



«aui# 



sin (^— «) 



+ « 



appartient k tons les points d*une Ggne ^oite , qui fait^ ayec 
Taxe ie^ K,vsi angle # , «t qw \dreiifieiitt9 1'ant/def/l «mf 
distance i de facifini»4 nawpb P0tte.^qimtkii4«£GtpDiir;^ii»dl6« 
riser la Ugiwi ir«te 4«iit 3iU)agit«i«< ^mnrer m fosiiian par 
rappoi^t .a« ii|:« Ais «QQrAo«itt4e0. 

. a6. I^eft imimUm^ •£ j^Mif tnont^vt quJan proMierdegr^ 
dans oette Equation , et n'y Bont pas multipli^es enb^'dles* 
X)'apr^ fiettl^;Oo^idteaiQ8.^ im Mmrne #{'a^i^ 
tioh dfo osfelie ifomio « ^vdflwi fiMn|)M da v«Difiblci (qa'^l* 
jpenfermo* ■ • "> ".•. . •• "^'^ > ■ .....) 

^Zv Cetle pnoprjuiti^ tol^&nmi]^ ivudirti^^ > de poiaroir 
s'Appliquer 4l^ lignes dans toute leur^lendii^.^ fe^Ulte, ^tnaoiF 
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nous I'arons dit plus haut , de b iiaisoti' qui exitte entre les 
changemens de signe des variables x et/^etles changemi^Afl de 
position de&lignes qu'elles repr^sentent par rapport k Forfglhe. 
28. Jasqtt'iciiioas avons sapposd' qiie I'ati^e /8 , form6' par 
les axes des coordonndes , 6tait ^uelconque : le plus souTentr dti 
prend cet angle droit , et on lui donne oette yaleur^ paroe 
qu'elle contribuo k siidplifier les calculs ; on a alors 

•in(/8 — « ) =8in (loo^-7-«)=soo8« ^ 
et I'^quation de la droite devient 

comme il est facile de Ic verifier a posteriori , en obserf ant 
que f par la natdre de la ligae droite ^ la relation • 

r •— ^ 

X 

est toujours satisfaite^ quel que soit celui de sea points- que Ton 
consid^re* 

En faisanty pour j|lu8 de simplicity ^ tang « == a^ nous * 
aurons 

. yz:iax + b 

pour liquation de*k Hgne droite lor8que,}es ooordonndes sont 
Tcsctangulaires : ^ est la tang^nte trigotiQmdtriqu|fe de l^ngle que 
£ut la droite avec I'asce des ^ , et 5 reprdsent^' la distance de 
Torigine au point oik elle - coupe Taxe As^ yi ou , ce qui 
revient au^m^me , c'est la valctir de Vordonnee corredpou- 
dante^x=s:o. *i :> ,.'• : * 

> '2g. Tant que a et ^ sont ind^termin^s ^ la situation de la 
4igne n'cst pas connue, et Ton sait seuleineilt que ses points 
sont en ligne droite ; mais si ces valeurs sont donnees ^ ou si 
i'on a des condi|i6ns qui les d^tcf Ininent ^; oa en' d^duit la 
•position de la droite. - si 
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. XATecberclie des coeffidens a et ^ , d'apr^ des oonditionf 
tdonnees , et la combinaison deslignes qui en resultent, donnept 
lieu anx cpiestionft suivantea ,* dont ii importe de retenir let 
aolutiona, parce qu'elks 'aeivent dans presqne toaa lea caa oik 
Ton applique le calcal k la g6om^tiie. 

5o. Trouyer Tequation d'uneligae droitequipaaae par deux 
points donn^« 

Soient x' , y' , x*' , /" f lea coordonndea de oca points ; la*" 
Cgne cherchee devant £tre droite , aon ^qoatioa aera de la 

4 

. forme 

aeX b etant encore inoonnus. 

Fo ur qu-elle passe par le point don't les coordonh^es sont x^y'^ 
il&utque son Equation scat satisfaite quand oay met A'pourjp^ 
et y'pour/ ; ce qui exige qu'on ait 

y^ax^'^^m 

Four qu'elle passe par le point dont les coordonn6es aont x^' ,y^ 
ilfaudradem^meque 

Ces Heiipc . Equations feront connaitre a et ^. En aubatitHant 
leurs valeurs dans I'equation de la droite , elle sera determin6e« 
L'elimination peut se fairetr^^-aimplementy en retranchant 
la seconde equation de la premiere , et la troisiemo de la ae» 
conde ; car on a par ce moyen^ 

y — /' = a ( * — «') 
y — y'=a(x* — x'^)j 
d'ou Ton tire . ' I 
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La premiere de ces Equations eit celle do la droite diercbie , 
•t U »^?onde iitfirmin^ Taii^e qu'ello fait avec I'axe dei ar. 11 
fi^w^ ie vixiSxad posteriori , que lea .coaditioiis damand^ea 
ae trpuy^Dit ainai aali^aitea ^ oar # s V donne^ ss y, at 
X = x" donne / s= y*'. 

Si jr' — y = o , on a a = o*, 

otilvient jKBcy"/ 

c'est-li-dife qu'alora la droite est paralUle It I'aze des x ; et 
cela a lieu en effet , puiaqu'elle passe par lea* exti^mit<b da 
deux ordonn^es ^gales. 

Si «'— ^'^j;=o, on a .— qr o, et il vicnt ^ = y' ; 

o'est-k-dire qu'alors la droite fait un tngle droit avec I'axe dea 
abscisses « et devient par cpnsequent parall^le a I'aXe des jr ; oa 
qu'il ^tait facile de preicoir, 

II est visible ^i^e la m^ethqde dont nous venona de faire 
usage peut encore ^tre employee poar faire passer ,une ligne 
droite par deux points donpe^ p dans le cas oik les coordonn^ea 
ne seraient pas reotangulaires. 

5i. Tvouver lea oonditiona n^oessairea poor qu^una droite 
aoit pacaliiie k liaaautre. 

Soit yz=iax ^b 

r^quation de la droite donnee ^a ttb etant connus , celle da 
la droite cberch^e sera de la forme ' 

ci et V 6taut inconnus. 

» 

Pour que les droites soyent parall^les, il fautqu'ellea fassent 
le mime an^le avec Faxe des ^ 3 ce ^ui donite 
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t\ I'e^aation df la paralldle detient 

X t=ia » + *' ; 

I' tetit encore ind^termin^ , parce qu'il y a une infinite dm 
droiles qui sont parall^les k la ligne donnee. 

Mais ^ si Von veut que cette parallele passe par un point* 
donn^ , et dont les coordonhees soient x' ,y, il faudra qu*oa 
ait 

« 

Cette equation fait oonnaitre b^ ; en la combinant aVec la 
preoedente , il vient 

. y — y'=a(4P — x') 

m 

pour Tequation de la parallele men6e par le point donn^ k la 
droite donnee. 

32. Trouver Tangle de deux droites dont Ics Equations sent 
donnees. 

• « 

Soit y =1 ax -^ If V^^uation de la premiere droite ^ 
y:=za' X +.6' celle de la seoonde. 

Iia premiere droite fait ayec I'axe des x un angle « , dont 1# 
tangente trigonom^trique est a. La seconde droite fait avec !• 
m^me axe un angle «' y dont la tangente est of, L'angle cher- 

* ch6 est done «' — • « : or on a ^ par les fornfUles tri^onom^r 

, ti^ques , 

. f f . tang*' — tang* 

-tang ( m't- # ) == -^ ; — - — - P 

I -|-tang« tang* 

En nomm^ntdoQC y I'a^gle des deu;|[ droites t on aur^, 






a'^>^a 



'11 •• 



Si elles Bont parkfl^les , I'angle ^est uul , et tang F'=i o 3 ce 
cjui doniM a'.^sitt, comme nQHs PavOna ii)i vu. ' 

3 
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Si elles sont perpendiculaires Tune k I'aulre ^ Pangle /^ 
est droit , et sa cotangente est nulle : Texpression de cetto 

of --^a 
ilfaut qu'onait 



cotangente est en gtoeral — -i- ^ pour qu'ellesoit nulle, 



C'eat la condition necessaire pour que deux droites soient per- 
pendiculaires Tune k Tautre ; et , si I'une des quanlitcs a^ a\ est 
connue , Tautre sera deierininee par cett^ equation. 

33. Trouver les points d'intersection de deux droites dont 
on connatt les Equations. ^ 

Soit y^ia w '^ h ^'equation de la premiere , 
y =: d' * -f- y celle de la.seconde. 

Le point d'intersection devant se Irouver a-la-fois sur les deux 
droites y ses coordonnees doivent satisfaire ^-la-fois a leurs deux 
equations : r<^ciproqueo]ent> en ecrivantque les deux equations 
ont lieu en mem'e temps , on aura Jes valeurs de a? et j' , qui 
conviennent au point d'lritersection ; eton trouve > par Teii- 
^kt^tfon. 



a*^ a* a — a! 



Quand a = o,\ ces valeurs deviennent infinies , -c'est-^-dire 
qu'alors il n'y a plus de point d'lntersection , ou , en d*autres 
termes , qu'il est infiniment 6loig»^ ^.mais aussi , daus ce (^^ 
les droites sont paralUles. 

34. La methode que nous venous d'employer est gcnerale, 
et peat servir i determiner les points d'intersection de deux 
lignes courbes quelconques , situ^es dariS un m^meplan, quand 
on connait leurs equations ; car, ces poii^s devant se trouver 
k-la-fois sur les deux courbes ^ leurs coordonnees doivent sa« 



/ 
I 



lisfuire eii uietne temps aux equations d!^ Tunis et de I'aatre : 
ainsi; en combinant pes deux equations, lea valeurs que Ton ob^ 
tiendra^pour / et pour > seroQit ks coordonneea des points 
d'intersection. 

II faut donner beaocoup d'attenlion an pripcipe que nous 
indiquons id , et qui oonaiste k combiner analytiquement plu- 
sieurs dquatiofis , pour eti d^uire It rdsidtat oomoiun qui 
satisfaiti k leiy: ensemble. U Elimination , conaid^^e sous cd 
point de vue , renferme presque tout le secret de I'applicalion 
de Talg^bre k\^ g^dm^trie , et j'aurai soin d'en faire remarquer 
lbs efTets^ mesure qu'ils se presenteroat* 

55, Menet par un point donn^ une pierpendiculaire k und 
droite donn^e, et trouver la longuen): de la portion de cettd 
perpendiculaire comprise entre le |K>int et la droite. 

Soit/ = a ^ -f- ^ rjequatioo de la droite doan<^ j 

les coprdenneesi^ point dano^^ 

$ 

La perpetkdiculalre etanl une ligne droite , et devant pas'sel^ 
{>ar ce point .^ son equation sera de cette forme : 

La condition d'6tre pe^pendiculaire donneta 



«'>/» 



oaf + I 



et Ton aura par consequent 



d'oua'sr-^ — > 






G'est requ^tio)! jie ]|l p^i:p.e»diculaire meh^e par le poiiit 
/donnee k la droite <jlont)^. * 

Joqr }q poii^it d'intersSeotion de cA deux drdites , leurs equa* 
tions deyront ayoix lieu en m6me temp%: ainsi , en represca^ 
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t ant les coordonn^es de ce point par x^^ y y, on aura ; pourleB 
determiners 

PoVr faire I'^limination avec plus <de -faciliie-, on mettra I« 
p^emidre de ces deux dlquations sous la forme ', 

yii — y s= a ( x'f -^ jc' ) + ^ + o^ — y^ \ 
€t » en la combinant avee la suivanle ^ on en tirera 

1 + a- '^' -^ ~ jL + a^ ' 

iiPy ^, x', y'y etant des quantites conuues ^ les coordonnees 
^1/ ^" du point d^iiitersection se trouvent Qinsi d^terminees. 

Chercl^s maintenant la longueur de la portion de. perpen- 
diculaire comprise eutre le point et la droite donneej re- 
pression de cette longueur est 



V En la repreeentant par iP, et mettant pour r'",-— *' ct 
yi — yi leura valeuts , il vient 

pour la longueur dp la perpendiculaire chercb^e. 

36. Al'aide de ce qui pr^c^de, on pent r^soudre toutes les 
questions qui ne dependent que de la ligne droite y et qui sont 
relatives a des points situes dans un'ro^me plan. Nous allons 
maintenant 6tendre ces resttltats aucas general o^ Ton ne^fait 
jabstraction d'aucune d^s dimensions do Pespace^ 



t- " \ 
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Des Points' de la Ligne droite consideres etk 
trois dimensions ou dans Vespace. 

37 . Nous avons dit qu'un. point de I'espaoe est determine de 
position lorsqift I'on con nail les longueurs et les directions de 
trois droites menees de ce point parall^lement k trois plans ^ 
et terminees a ces plans. Four plus de simplicite >. nous supp 
poserons ceuxrci rectangulaires ; alors y. si on les representor 
par YAX, XAZ, et ZAY^ et qu'on sache qu'ua point Mt^ 
place a une distance AfiK:/'.du premier , ilfitf'/. du second , et 
MW^^ du troisieme ( figt 18 ), il suit^de la propHcte qu'ont les 
deux plans parall^les d'etre egalement eloignes Tun de Tautre 
dans tous leurs points', que , si Ton m^ne aux distances doa- 
liees trois plans M^^'MNV\ M'^MW, M^'MM', respecti- 
\(einent parall^les aux prec^d^is , le ppint M se trouvera 4 
leur rencontre mutaelle. 

liCs plans rectangulaires YAX 9 XAZ , ZAY^ auxquels 
on rapporte les points de Fespace , se nomment les plans, 
coordonnea : ils se coupent deux a deux« suivant trois droites ^ 
^X, AY, AZ. , passant toutos trois par Ic point A , et jfc«- 
pendiculaires entr elles. 

D'apr^s les proprietia des plans parall^les , la distance MM^ 
du point M au plan YAX , distance que nous avons figuree- 
dans I'espace , peut se mesurer sur la Jigne AZt^- et elle e^t 
egale ^ AR* 

De m^me , la distance MM" peut sC me|yirec sur la ligna 
AY, et elle est egale a AQ^ 

Enfin , la distance MM^'^ doit se mesurer sur la ligne AX.^ 
et elle est dgale a AP ; on voit qWii en serait- de in^me poui? 
tiout autre point de I'espace* .^. 

I^s droiteff AZ , AY y, AX ^^vxz lesq.uelleft nous oorogtft 
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ronx desormais les distances respectives den points de Tespace 
aux plans YAX, XAZ ^ ZAY y se iiomment \%%jaxe8 de^t 
coordo7inie» , doit^ \t point ^ est Forigine. Nous rcpr^sente- 
3-ons en gei^^ral par k los distances qiii se comptent sur la 
derni(re , qui sera Taxe des x ; nousd^signerons par y cellea 
qui fife comptent sar la limine AY^ qui sera Taxe des j, et 
nous d^sigtietons par z celles qui se comptent sur I'axe AZ ^ 
qui sera I'aXe des x^ 

SI done, ayant mesure les trois distances AP, AQy ARy 
OQ les trouve*^gales k a, &, c, on aura y pour determiner la po« 
sition du point Af ^ les trois 6quations 

et eomme elles suffisetit pour cet obj^t, nous led ncmmerona 
les dquations du poind M, 

Les positions des points Af' , Jlf ", i^"^, que Ton appelle lea- . 
yrojection^ du point M sur les trois plans coordonn^s , s^ 
trburhrt determiners par ocs Equations , car on en tire 

p(fOr les <5ooTdonttee8 du point M\ projection da point Maav 
UpUnYAXy '' 

Ar = a z:==ic 

pour Jes coordonneea du point ilf" projection du point M sup 
le plan XAZ \ - 

«==c y^h 

P** ur les eoordonA^es du point ilf", projection djB point iXf sur 
le plan ZAY. 

On voit , par la composition des Equations precedent es, que. 
deux de ces projections etagt donn^es y la troisi^me s'ensuit 
xieoespairement. Da^s la constructioi} 9 on les d^duit fiiriiem^ni 
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lea unes dcs autrct ; car M" et M'*^, par exemple , cfnnt 
donndes; on menera M'^'Q et ilf P paralitica k AZ ^ puis 
QW et PilT re8pectiveinei!t4)arallele8 adx lignes AX^ AY \ 
M* aera la troisiimo projection du point M. 

38. II r^aulte de co qui priSodde y que toua lea pointa do Pes- 
pace dtant rapport^a k troia plana perpandiculairea ontr'eux , 
les points de chacun de oes plana ae trouvent naturellement 
rapport^ k deux droitea perpendiculairea entrVUea 1 qui aont 
les intersections de ce plan aveo les deux autrea. 

Ainsi, disignant cliaque plan par lea ooordonniea qui lut 
aont propres , le plan F^X sera celui des « et 4^ J't Ic pl^in 
XAZ celui des x eiZj et le plan ZAY celui dcay 6t a : 
nous ferons d^sormais usage de cea d^nominationa* 

Ce que nous ayona dit ploa haut aur la maniire dont doivcn( 
6trc prises les coordonn^es n^gativea j a'applique aux ax<»s 
AX^ AY i AZ\ et il a'ensuit que les signesdes coordon- 
n^es Xyy ^ %\ feront eonjiaitrela situation de cbaque point ^^ 
part et d'autre dea trois plans coordoonds. II ne faat pas perdro 
de vue que ces plans sont inddfiniment ^tendua, et que loa 
droites^^^Xy AY^ AZ ^ 86nt ind^finiment prolpng^as do part 
et d'auire de leur 9rigine commune. 

^ 39. Reprenons maint^nant en particulier chacune des trois. 
Equations . . 

«ssa yxsLb z:sso 

qui d^terminent la position d'un point dans Tespaco fOfb^c^ 
^tant quelconques. 

La premidre, x:=sap consid^r^e comme si elle existait souIp^ 
convient It tous les points dont I'abscisse AP est ^galeii a. Ella 
appartient par cona^quent au plan M]\f*PM*% auppos^ indcfi- 
niment ^tendu dans tous les sens ; car tous les points de ce plan , 
c^ui est paralWle au plan ZAYj satisfoiit k cctle condition. Do 
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mtoe ) Tcqaation y^s^h oonvient a tous les points du plafi 
MM^^^QM\ m ene par le point ilf parallelement au plan ZAX % 
et . enfin I'equation ss=zc convient a tous lea points du plan 
jMM'^RM^^' y qui est mene par le point jif parallelement au 
plan XAYy ces plans devant ton jours ^tre regard^s comme 
ind4finis« 

V%3C consequent , le syst<6me des trois equations 

xzz=,a y=zb ' zz=:d * 

t 
signifie que le point* auquel elles appartiennent est situe en 

sndme temps sur trois plans parallelcs aux plans coordonnes , 

et dont les' distances k ceul-ci son! representees par a , ^ ^ c ; 

cg qui est la traduction de la construction geomelrique de 

laquelle nous sommes partis. 

Ces distances devenaut nulles^ les equations 

^=0 ^ = o z^zo 

sont celles des plans coordoqn^s eux-m^mes. La premiere 
apparlient au plan des^z *, la seconde ^ au plan des xz ; et fa 
troisieme, au plan des xy : leur ensemble a lieu pour le point ^^ . 
origine des coordonnees ^ puisque ce point est leur commune 
intersection, 

40. Aw moyen de ce qni precede y il est facile d'exprime» 
la distance de deux points dont on connait les coordonnees 
( fig. 1^9 ) ; car soxent m , il^f ^ ces deux points^ dont les coor- 
donnees seront Xyy^z; x\y, a'; si par le premier on mene 
'line ligne droite thQ* parallele au plan des xy, et termince a 
Tordonnee MM', on aura 

* 

MQ* est cgale 4 M'M — mnSf , ou a «* — is ; mQ' 6gale 
M'm! * Si par le point mf on mene m'Q parallele >>a I'axe 
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ies Xy M'Q sera y' —y'j rnfQ sera *' — * , et Von aur* 
' £n substituaiit «es yaleun,. il fiendra 






Nommant done D la diatance fherch^e^ on aura 

^H _. 

C'est I'expression de la di^ancc de deux points quelconquea de 
I'espace. * • # 

On peut remarquer « clans cctte expression , que x^ — a; , 
y *— y J ^* — a > aont les projections de la droite D aur Ics 
troia axes des jr y y ^ z; d'oik resulte ce theor^me : Le oarr^ 
d'une portion quelconque.de Itgne droite est egal k la somme 
des Carres de ses projections suf trois axes rectangulaires* 

*Si la point m coincide avec I'origine A d«s coordonnees ^ la 
formule pr^cedente devient 



_ t 



«'v 



I 

Cest la distance d'un point quelconqne de I'espace i 
Torigine des coordonnees (fig. 20) : ei^effet, les triangler 
A MM', AMlP , ctant rectangles , Tun en M\ Tautre ra P^ 
dohnent 

AM = MM'' +AM*' = MM*+ MP '+AP = «» +y* + x*, 

comme nous venons de le trouver. 

On voit par ce resultat que le carr6 de la diagonale d'un pa*- 
ralUlipip^de rectangle est egal ^ la somme des Carres de ses trois 
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Ce ihioHme, pr^senii d'une autre mani^re , donne una 
relation entre les cosinus des angles qu'une dreite quekonque 
ji ^f forme avec trois axes rectangiilaires entr^euz. £a effet ^ 
designons ces troia angles par X , V ^ Z y* aelon la denomina- 
tion de Faxe auqael ils appartiennent , et nommons r la dia* 
tance jiM* Cela p9s6 dans ie trianglo ^MM' rectangle en M'^ 
il est Tisible que Vangle AMM' est justement celui que noua 
avons design^ far Z ; de plus , MM! est egal ^ ^^ ct AM est 
^gal a r ; on a done , daas ce triangle , 

st'znr cos Z* 

En raisonna^it de m^me pour les deux autres ^ on aura 

J si: r cos y 
4: s= r cos X 

«t fsela est Evident par la seulen^nsiddration de la S3rm6frie 
de la figure, Ces trois Equations ^tant^lev^esau carr^ et ajoutees 
ensemble ^ 'donnent 

-r« -j« j» + at* = r' i cos* X+ cos* y+ cos* Z } 

or , on a par notre th^or^me 

par consequent > il faut qu'op ail auasi • 

COS* X + cos* F + cos* Z = I 

c'est*i->dire , que lorsqif'une ligna droite ibrme ttoia anglea 
X, Y y Z^ avec trois axes rectangulai res , la somme des 
Carres des cosinus de ces trois angles est lou jours egale k 

runit^: * 

41^ Maintenant que nous savons cxprimer la position de» 
points dans Fespace y chercbons la selation qui doit exljste^ 
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entrf Ics coordof)n6es d'une suilc de points , pour quails soient 
^ifucs en ligne droite. ■ 

Pour cela y il suffit de remarquer que , si plusienrt poinU 
^on'l en ligne droite dans Tespace , leurs projections sont anssi 
en ligne droite sur chacun des plans ooordonn^s. 

En effet | la projectia# d'un point sur un plan est le piedde 
la perpendicnlaire menee du point sur ce plan :*8i plusieurs 
points sont en ligne droite , cette droite est dans on meme plan 
avec les perpendiculaires menees de ses points , et par con(s0«« 
quent les pleds de toutes o^ perpendioulaires sont sur une 
pi^nfie ligne droite. 

Ce plan , qui contient toutes les perpendiculaires menees des 
divers points de la droite , se nomme plan projetant , et son 
intersection avec le plan coordonn^ est la projection de la 

* 

Une droite pst ditermineej, qdand on connait deux plans qui 
la contiennent ; elle le sera , quand on oonnaStra deux de ses 
p]ans projetans : or y ceux-ci sont d^termin^ qoand on a les 
projections par lesquelles ils passent ; ainsi une droite est d6- 
terminee quand on connait ses projections sur deux des plans 
coordonnes* Par consequent , les equations de ees projections 
s\ir les plana des xx et des jra etant 

leur ensemble iixe dans I'espace la position de la droite ; si elle 
pas^e par I'origine , « et /8 seront nuls. 

Ces considerations sont faciles a verifier* En efiet, F^qnation 

exprimant une relation ind^pendante de y 9 n'apparlient pas 
seuiement k la ligne droite qui est la projection de la proposee 
sur le plan des 4r et s ^ elle convient auasi k tous ks points di^ 
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plan mene perpendiculairement k celui des si et s par cetta 
projection , puisque , pour ces points , la relation des x ei a 
est enoq^ la m6me. 

Semblablement ^ Tequation ' 

lorsqu'on la considese 4 part^ a Ue%, quelles que soient I#s 
valeurs de ^ , putsqu'ellis est independante de cctte variable : 
•lie n'appartient done pus seulement a la projection de la 
droite propos^e sur le plan des y ei z ^ elle convient au plan 
projetant mene par cette projection. 

Far consequent , le systdme des deux equations 

signifie que la droite proposee se trouve en m^pie temps sur 
deux plans donnes , et yqila pourquoi leur ensemble determine 
sa position . On voit aussi par Isei que les rariables x^ y , z , de 
ces equations ^ expriment les coordonnees des points de la 
droite , coordonnees qui doivent avoir entr'elles les relations 
'deterniin^es par ces Equations. 

La droite etant ainsi particularisce ^ sa projection sur le 
troisi^me plan doit resulter de ces donnees. Eri effet , en eli- 
minant z entre les deux Equations prec^dentes , on trouve 

X — tL r— ' fi b . 

-^ = -^ our - /J =— (^ - -> 

Les coordonnees x eXy j^ qui entrent dans le re»ultat , ap^- 
partiennent aux points de la droite ;. elles indiquentle lieu ou 
tombent les perpendiculaires abaissces de ces points sur le plan 
des xy.luBL suite de ces coordonnees forme done la projection 
de la droite ; et la relatioit^ui existe entre leurs valeurs inbntre 
que cetle projection est elle-m^me une ligne droite , ou , ce 
qui reyient au mkme ^ c'est Fequation du plan projetant. II e&t 
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"vi^Ue 4i]e cette equation j avec une de^ pr^c^entei> sufBrait 
aussi pour caract^lisar la droite. 

II suit dj? 1^ qu'il fiiut y en general , deux Equations pour 
fixer la position, d'une droite dans Tespace , et ces deux Equa- 
tions soat celles dea deux plans sur lesquels la droije 89 
trouve. 

Lorsque a ,h j tif.fi, sont connues^^ les ^juations 

jz=z bz + fi 

ne laissent qii'une des variables indc^termin^e ; on' pent d^ne 
alors se denner les valeurs de cette denoifere y et les equations 
ferpnt connaitre les valeurs oorrespondantes des deux autres ; 
"on pouira done obtenir les coordonnees d'un nombre^quel«* 
-oonque d0l|>oint8 situes aur la droite. 

' A ce procEd6 ,analyLique repond une construction geome^ 
tfiqfle fort simple. Si Ton x^^nstrult les deux projections dela 
droite sur ceux dos plans coordonnes ou elles se t^uvent ^ jco 
qui est faeile , ces proj (Actions tiendront lieu de leurs Equa- 
tions 'f alors y en prenant k yolontd une des coordonnEes ^ elles 
feront conmitre les deux autres. 

Soient , par exemple ., Jf "'J^'^, -//"ilf " , ce* deux pro-^ 
jeciions (fig. 2i ) : si Ton prend k volon^ z ==f ^R, que par 
le point R on mcne RM^', RM*'' , parallEles aux axes des x 
yet desy , et que des points 3f" j M''' , on mEne les ordonneea' 
M^'P , M "Q , les lignes AP , AQ , s«ront les valeurs de x 
et de y carrespondantes i z = AR, Menant PM* Q^^^ 
f-espectivement parallelea aux axes AY', AX , les points 
iKT , Jf " ,M''[ , seront.les trois proje<^o^ du point cborche 
sur les plans coorJonnEs. 

De mdme ; si I'on donnait d'abord ;i; = ^/^ , on aurai;t 
•cnsuite 
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verait « 

La construction seraitla m^me ^ si Ton cmployaitla projection 
de la droite sur le plan des xy y avec une de$ deux prece- 
dente^ . \ 

Lorsqtf une droite tsi sitade dans un des piatis coordonnes ^ 
sa projection sur les deux autres se confond avec les axes eux^ 
m^mes. Si ; par exemple, elle se troeve dans le plan des xz > 
on a 

bisso /d =o> 

* cl ses Equations deyiendraient 

La premiere exprime que la projection de la droite sur le plan 
YZ 86 confond avec I'axe des z , et la seconde represenle sa 
projection sftr le plan des xz, laquelle %e confond dans ce cas 
ave2 la droite ellcf-^mdine. 

La recherche des coefficiens a , b y a ,fi, d'apr^s des condi-" 
tions ddnnees , et la co^ibinaison des lignes droite»qui en je- 
sultent y donnent lieu daii9 I'espace a des questions analogues ^ 
celles qui se sont presentees b. Qous en deux dimensioi^s^ et leur 
resolution n^est pas d^une pGioindr^ utility : nous allons les dis-^ 
cuter successivement. 

42. Mais J auparavant^ nous ferons une remarque impor- 
tante ; c'est que les precedes dont nous venons de faire usa^e 
peuvent cgaleinent servir a indiquer la succession des points 
d'une ligne courbe qucftonque aituee d'une maniere quelconque 
dans I'espace. En effet ^ illmffitque Ton coxinaisse les projec- 
tiona de cette courbe sur deux des plans coordonnes ; pour 
qu'elle soit determinee enlieremeat; or, ces projections elles- 
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telmes sont des lignescourbes situeea dam les pUqu ^QKdoqpa<§«. 
Ainsi f lorsque I'oa Gonnaitra les 6quiitioas de oea couHm ^ m 
pourra, pourdbaque yalear doimee d'ime des variables «^y,tf, 
trouver les voleurs oorrespondantes des deux auires j ce qu^ 
determinera dans Pespace*, sur la courbe proposee, le point 
qui T6pond k oes valeurs. La suite de ces points peut fort bien 
n^^tre pas de nature k ^tte eoBtenue toute enti^re dans un 
plan \ et c'est ce caractere qui constitue les courbes que I'oa 
«ppelic k double courbure. 

£t y de m^me que les projections d'une ligne droite sont les 
traces des deux plans projetans qui ta contiennent et. qui la 
donnent par leur intersection y les fleux projections d'une 
ligne courbe quelconque sont les traces de deux surfaces cylin* 
drjques dont les ardtes sont perpendiculaires aux plans coor-- 
donnes^ et qui^ se penetrant mutuellenient dans I'espace ^ 
donnent la courbe propos6e par leur intersection. La.deno^ 
inination de surface cylindrique est prhe-ici dans un sens plus 
general qu#celui qu'on lui attribue pour I'ordinaire dans lefi 
Clemens de 6eom6trie , ot\ 4>n Temploie pour designer une 
surface engeildree paii^'inle %ne droite qui se ipeiit-paralidle- 
inent k elle-m^me , de mani^re k passer to u jours par un des 
points d'unt circonference de cerde. Ce mouvement d'une 
droiter paraHelement 4 ^lleL-.m^me fst eci qui constitue en 
general les sui^^s cylindriques \ et c'est la nature des courbes 
directrices qu^Prolit des differences entre cos surfaces. 

43. Tix>uver les equations d'une ligne droite qui passe par 
deux points >donii<6s. 

Solent x'., y' , z* y «", jr'*, «" , lea coordonnees de e^a 
paiiits J k • ]%ne ohanrehift > anra ses jtxp&XioM d» .cettf fof ins>. 
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a t^fM, /S , dtant encore inconnues : pour qu'elle passe par 
let points dont les coordonneei sont x' jy' , »' , il faut que ces 
Equations soient satiafaite* f quand on j, met x' pour x , 
y' pottr/ , m' pour m ; ce qui exige qu'on ait 

Pour qu'elle passe par le point dont les ooordonneet sont 
9^' , y^', a" f il faudra de m^e qu'on ait 

C!es Equations font connaitre a, b , u y /d ; et , en substituant 
leurs valeurs dans T^uation de la droite , elle ae trouTera 
d^termin^e. « 

£n operant sur ces equations comme sur cellesde Tarticla Zo^ 
(On trouvera* • 

4'oii Ton tire 

jc' — a?" y — y 



X — X 



Ces deux demieres sont les equations de la droite cherch^e ; lea ^ 
deux autres font connaitre ]es afkgles qne font avec I'axe des e 
aes projactions sur les plans des xz et des jtjs. II est aisc de s'asr 
surer que ces expressions renferment les conditions exigees. 

4/i/Trouver les conditions necq^aires pou^ que deux droiteg 
aoient parall^l^ dans I'espace. 
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Soient xiizzas-^m} x *• j i -a 

> les equations de la premiere^ 

X SIT u^z -4- «' 7 

,< . f r celles de la seconde. 

Si ces droites sont parall^les^ leurs plans projetans seront 
parallHes ^ et les intersections de ces plans avec les plans ooor- 
donnes ^ ou , ce qui est la m^me chose , les projections des 
droites sur chacun d'eux , seront respectivement parall^les. 
Ainsi 9 pour que les conditions demand^es soient remplies , \\ 
faut qu'on ait . 

• . ttssa' & = &', 

et les equations de la parall&le deyiennent 

x^=::az ^J y^izhz^^ff ^ 

m' et fi!', restant encore ind^terminees , parce qa*ii y a une in- 
finite de droites qui sont paralUks k la proposee. 

On pent reriiier ces resultaU d'une maai^re fort sitpple. Si 
I'on determine « , »' , fi ,A\ ,de mani^re que les deux paral- 
leles passent par un mSme point, dont les coordonnees 
soient x^ , y* , J. y qh trouvera qu'«Uea coincideront dans toute ^ 
leuretendue. 

45. Trouver I'an^e de deux droites dont on a les Equations* 

' A j^ J '®® Equations de la p,ren(iidre; 

Jip :=r a';j -f- «' 1 

11 . it cclles de la seconde. 

* 

Nous remarquerons d'abord <[u'tl- n'en est pa^. dans Tespacp 
commesur un plan ou deux droites se rencontrent tou jours , k 
moins qu'elles ne soient parall^les. Dans Pespace , deux droites 
peuvent se croiser sous difKrens angles sans se rencontrer > et 

4 



\ 
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lour incliiiaiion se mesure » dans toua les cas, par oelle de deus 
droitefqui leur seraient respectivement paralldlea, et qui paa- 
aeraient par un rn^me point. Menons donc« par Torigine^ deux 
droitea respectivement pardlldea k chacune dea pr^c^entes , 
leurs Equations seront 

^, I pour la premiere I 

, , } pour la seconde. 

PrencMia aur la premiere un point queloonque , dont r' soit la 
distance k I'origine, et dont noua d^aignerons par x' ,y ^z^ ^ 
les trois ooordonn^es reotangulaires ; prenona auasi aur la se- 
oonde un autre point dont la distance k cette m4aie origirie 
aoit /' y et dont les coordonndes soient x'^ , y^^ , 2''. Enfin , 
Bommons D la distance de ces deux points entr'eux. Cela pos6 
dans le triangle fomi^ par les trois droitea y' > r'/ et J9f 
I'angle /^compris entr^ lea deux premieres sera doim6 par 
la forniule 



eoa^ 



,--+,^'»— D* 



2/^r" 



il ne reste plus'qu'^ determiner r' yr'^et 2X. 

Or , en designant par JIT , F, Z ,. les trois angles que la 
premiere drpite forme avec les f rois axes rectarigulaires des x , 
des y et dea z , on aura comme dana le n^« 40, 

x^ znr'oosX y^:=zr'cosY a'zsz-'cosZ; 

r 

et en designant par X' ,Y' , Z^,le$ angles analogues pour la 
ieconde droite , on aura de m^me 

»'? = HL 008 X' J y = /■" cos y!j a" = r'/ cos J2' 
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Depiu9 9 iP etant la distance des deux points^ on a en general 
par le n^. 40, 

2)* = (*"-*')* + (/'-/) • + (£"-«')' 
outtien 

et mettaut pour les coordonn^ea tectangulaires leuts yaleurs en 
fonction des angles ^ 

D^zszi^^ {co8*X+co8*r+co8*Z} +/^'" -{co8»X'4-cos*I^+cbs*Z'} 
-^^r^r" ^cosX coeX'-^cosY cosy-f-cosZ gosZ'} . 

Si nous voulons nous rappeler la relation demontrde dans / 
le.n°« 40 entre les cosinus des trois angles formes par une meoKi 
droite avec trois axes rectangulaires , nous aurOns 

C08*X+COS»r+C06*Z=:i C08*X'+C08?r'+C08*Z'=iil 

et I'expresslon de JD* simplifiee ^ar ces relations deviendra 

« 

JD*=;=r" +/^'*—2 //^(cosXcosX' + cosj^cosl^'4. cosZcobZ!} 
' alors en la iubstituant dans la valeur de cos F" , ^ui est 

«>«^ = ^77?? — * 

la division par r' r" devient possible ^ et il teite 

cos f^=± cos X'cos X'. + cos Kcos 1^ 4" ^s -^ cos Z'. 

c'est Fexpression du cosiHus de l^angle form^ paf les deui^ 
drditcs. 

On pourrait encore parvenir k ce resuUat ^ sans passe r par 
les th^or^mes demontr^s dans le n°. 4o , relative,iii ent aus^ 
cos*^ nus des trois angles j et cette secondeznani^e/ plttS direM 



/ 
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que la prdc^dente ^ est«n mdme temps trop ^Ugante pour ne 
pas la donner ici ; elle est fondle sur cette consideration ', que 
la valeur de cos V' estand^pendaste de la position des points 
que nous choisirons sur les deux droites pour former notre 
triangle ; il sufiit que ces points soient sur les droites dpnnees* 
Ainsi ^ r^uatioh 

C08r= — , » ouD?— r'"— r"*+,2r'/'cosr=o 

doit toe de nature 4 Ce qu'on puisse y satiafainB , quelles que 
eoient les valeurs que Ton donne a r' ct & /-" , pourvu que 
2?* soit exprim^e en fonction de ces quantitds. La condition 
de cette ind^pendanoe d6termine tout de suite cos V , oar , ea 
.partant de Texpression generate de !>■ en fonctidn do r' et r", 
telle que nous Tavons trouv^e tout-i-^Pheure , notre ^qottion 
de condition devient ' 

W' {cos^X+cosT+oos'Z— 1} +7'"' {cos'X'+cosT'+cos'Z'— i} 

— a/V {cosXcos^'+ooslTcosy^+cosZeosZ'} +2r'/^'cosr"— o 

puisqu'elle doit £tre satisfaite, quelle que soit r'et i^l^ il faut que 
les termed afrect6s des diff^retiies puissances de oes quantites 
86 detruisent sepai^ment etindependamment les uns des autres. 
Ce quidonnera d*ab6rd, pour ta t^mes en W* et-r''' 

cos" X + cos" Y + cos" Z == 1 
cos" X'+ cos^ r' H- cos" Z'= 1 

et ensuite en comparant les tcrmes affect^s de f^r^*^ 

cos ^= cos X cos X' + cos y cos y -h COS Z cos Z'. 

Cette valeur de bos F^eftt la m6m'e que nous avions trouvee 
tout-a^l'heure. Quant aux deux autres relations entre les trois 
angles formes piar cfa^ae droite^ayeo Jes trois axes rectangu- 
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laires , oe aont celles que nous avions trouv^ dans le n". 40* 
JSIais on roit comment la condition d'independance dont nous 
avons f^it* usage y conduit directement. 

46. On peut aussi exprimer cos V en fonclion des coefE* 
dens a , h ^ a^ ^ V ^ qui entrant dans les Equations dM 
droites 



xiziaz^ 3?-=.a} i 



y :=2.h z y^ inV t 



Pour cela consid^roiis le point que nous avons choisi sur la pre- 
miere 9 et dont nous avons repr^sent6 les coordonn^es par x^ ; 
^', s' ; il faudra que ces coprdpni^^es aiententil'elks les rela- 
tions exprimees par les equations de la droite , ce qui 
donnera 

y = * «» 

et comme bn a toujour^ pour la distance t* 
ces tMsr equations doniieront 

* -^ ■ . ■ ' > ' J 'y y *Si ^ II I ! I I W 1 1 1 I J Z' SS I I I ' K 

Ki+a^+fe* yyi+a^^f i/iJ^a^^b* 

et comm<$ o)^ a 

jpf • v' ' ' • ' i} 

cos X = -3- C0.8 Y = -^ cos Z = ~r 

on aura aussi 
cogX=: — - cosy = — . cosZss 



|/i+a'+6* |/i+a*+6' \/xJ^a^J^h' 

En raisonnant de m^me sur les Equations de U seconds droite > 
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on en (irera ^galement 



a 



f 



br _. 1 



^s X' = oos y ?;= ., — .. . ■ c»j Z' 



--*- 



|/i+a'»+&'» |/i-^a'«+y |/i+a''+&'^ 

^t cesyaleurs 8u|>'atituee8 dans rexpre9sion gen^ral^ de cos f^, 
, jl viendra 

cos f^=r — ■^-i— ! . 

Cette valeur de cos f^ est reellement double J^ a cause dv 
do.uble signe que peut prendre chacun des ,deux radicans 

qui entrent dans le's valeuvs de cos X cos F cos Z, Ces doublet 
#ignes appartiennent I'un a Tangle aigu ^ Tautre h Tangle obtus 
que forment entr'elles leai ^e^ic droites que nous avont oonti- 
d^r^s. . 

47 1 Les diffcrentes supposi^ons que Ton- petit faire 9Ur 

I 

Tangle W dtant introduites dans I'expression g^nerale de cos#^, 

on obiiendra ainsi les conditions qui devront avoir lieu pour 

'* que cet angle soit lei qu'on Ic suppose. Veut-op ^ipar exiNQple. p 

que les deux droites soient perpendiculaires ^ }1 faudra iaire 

:jr:nTuo^casF'z3zo , et alora l^eqnattion en cos F^donnerft 

r'est'la relation ndcessaire pour que deux droites soient per- 
pendiculaires entr'eUes dans Tespace^ce qui peut d'aiileursi 
avoir lieu sans qu'elles se coupent , comme.on le yerra plus 
loin. 

Veut-^-on, aucontraire, que les deux droites soient pardllclcs,, 
"^1 n'y n qufa ecrire que cos ^= :±i i , cc qui donne 

I 4" ^ + bb' 



f/i +/1* + A* l/i + a? + b:^ 
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faiaant disparahre le denominateor da second meml^pe , puik 
elevant lea deux membres au carr^ , et developpant , on peut 
mettre le reanltat soos la forme 

or y la aomme dea troia carrda ne peut ^tre nalU, ai chacuade 
<;e8 carr^a n'eat nul en parliculier. I^'equation ^ laquelle noua 
veuona de parvenir ne peut done 6tre aatiafkite qa'en faiaant 

Lea deux premieres indiquent quelea projections dea deux droites 
aur les plana des xz et des yz sont paralitica entr'ellea. La 
troisieme est une consequence dea deux aulrea , et elle a lieu 
d'elle-m^nie quand elles sont aatisfaitea ^ en sorte que tout ao 
reduit 4 satisfaire aux deux premi^rea conditions. 

48. On peut eivx>re y^rifier I4 valeur g6n6rale de cos V jj^r 
cette considdration, que A Hnnrdes droites propos^es vient i se 
confondre successivenEient avec I'un dea trois axes des x , des v 
,ou des z 9 'cefi valeurs CGorespondtntea de oqs F* doivent re - 
donner cos X^ cos Y , cos Z f ei c'est ce qu'il est ais6 de 
verifier. 

En ef let , lea Equations de I'axe dea z soiit 

X .sso y = a 
quelle que soit la valeur de z ; lea dquationa 

X = a^z y rzzVz ' 
deviendront celles de Taxe des Zy si Yon a 

tans attribuer. & s de valeur particuli^re ; ce qui exige qae I'on 
ait 

a' s=: o ^' ;=: o 
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flubstituant cei valeurs dans cos Vy son expression se r^dait k 



Les Equations de I'axe des x sont 

^=^0 «=^o 



;;^ c= cos Z*. 



^ = 



a' 






^ * 



Pour quejr etz soient nuls^ quel que soit x^ il fauique Ton 
ait 



V 



o. 



a' 



Divisant par J les deux termes de la fraction qui represente 
^os Vy elle devient 

1 ' hP 



C0» f^==. -TT- 



7 + * + 




•••^^^»*""'i»i 






faisant 
1 



&' 



./ 



= o 



=: o COS ?^==: 



on trouvera de m6mQ 



j/^i-^a»+fc' 



sircosX 



cos 'ir:z2 *■ ■ * ' ' " ~ • 

Et en effet^ ces valeurs s^accordent avec celles que nous 
avons trouv^es dans le num^ro precedent. 

49* Eilfin '^ il estjaeile de verifier directementGes resuHats 
par une constnietion g^ometrique ( fig. a3 ) ; car , si d'un point - 
quelconque M' , sitae aur une doroite AM qui passe par I'ori- 



PR]^LIMINAIR£S. 57 

gine y on abaisse les perpeadiculaires MM^ , MM^^ , MIif^\ 
8ur Jes trois plans cx>ordonne8 , les triangles AMM\ AMj\/V\ 
AMM^^K seront rectangles , le premier en 3f ' , le second 
en M^! , -le trwsieme en iHf' , et ila doimeTOQt 

cos Zj zit: -— cos z;::: « ■ ■ ■ coa JL 3= -^ — -— • 

JM AM AM 

Or MM^ y MlW^^, MM'*' , sont respectivement ^gaux k 
^yy> ^9 de plus, ^Jf.= K ar' -f-y* +2*. On a done 



cos2r= ■ cos Yz=z — ^ cosXzi: — ■ • 

^x*+y*-^z^ l/'rx^^y^+z* |/;,r*+y»+«* 

liC point yfef etant sur }a droite , scs coordonnces sont assu- 
• jetties aux equations ^ ii=i az , y =z bz. En vertu de ces rela- 
tions , les variables x^y^Zy disparaissent dea formulcs pr^- 
cedentes , qui donnent ainsi 

cos jLi = ■ cos X = . COS A = 



valeu^s^bsolument semblablea a cell«s que nous avons trouvees 
plus haut. 

5o. II est visible que Ics angles Z y Y , X, sont com pU mens 
des angles jlf^^r, MAM^ , MAM'" , qne fait la droile AM 
" avec les plans coordonties ; on aura done ; en nommant 
ceux-ci UL, 17" , t/'" , ' ' • 

5.ing/^=w — ^ BmU':=^^ ^ ^ ain47"^= 



l^T^a^+b^ |/x+a*+&* Ki+a'+6* 

G^ S9iit les sinus det angles qite forme mte droite quelconque 
avec les plans des xy , des xz et desyx. 

5iv Trouver ks conditions necessaires pour quo deux droites 
se coupent dans Teipace ^ ct, lorsque ces condilif^ns sont rem- 
plies ^ trouver leur point d^intBriection* 
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S(^lent jp :=z as -f> ^ :r = a' « -(- «' 

Ics Equations del droites donates : si dies §e coupent , )«9 
coordonnees du poinjt d'intersection devront aati&faire aux equa- 
lioDS de I'une et de Fautre. Ainsi , en nommant xf. , ^' ^ ^', ces 
coordonn^es , il faudra qu'on ait en mdme temps 

Ct% quatre equation^ ^tantplu^que sufBsantes poirr determiner 
Ics f rois inconnues « ' , .y\ , «' , conduiront i une equation de 
condition entrp les seules quantitds a , 6 , « , /3 ; a' , 6'., «'» A'» 
qui d^erminent la position des droites : en efiet^ en elimi- 
nant d'abord as' et y^ , on trouve 

et ensuit^ ^ en elimiitiant s^ , 

(«-«') (-8-/8') — («-.') (6~i') = 0. 

Cest la condition n^oessairc pour que les deux droites se cou* 
pent ' si elk est remplie y il sufiira de qonsid^rer trois- quel- 
couquQs des equations precedenteSA pour avoir les valeurs 
de x\ y* y z^ y qui'seront >, 

Osvalrarsdeviennentinfinies lorsque o =: a' et ^ =r V'y aloi's 
I'equation de condition est verifi^ : ainsi les droites.se coupent , 
mais leur point d'intersection est infiniment ^loign^, et il est 
Tisible., en efiet , que dans ce cai elles sont paralleles. - 
li'equation de condition que nous venons de trouver dans 
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cet article pour que deux droites se coupe nt dans Tespaoe , est 
difTerente de r^quation 

1 4^ ,aa' + A3' = o 

* 

trouvee dans Ic n®, 47 pour exprimer quo deux droites sont 
perpendiculaires I'un.e 4 Pautre. La seoonde de cei deux con- 
ditions peut done 6tre satisfaile ind^pendaitiment de la pre*- 
mi^re ; et ainsi comme nous I'avons annonce dans le n^. 45 , 
deux drpites peuvent ^Ire perpendiculaires entr'elles dans 
I'espace sans se couper. 

A I'aide des fortnules precedentes on pent resoudrc toutes 
les questions de g^om^trie qui ne sont relatives qu'a la ligne 
droite. 

52, La m6me m^thode servirait en g<^neral pour trouter les 
points dMntersection de deux courbes dont les projections se- 
raient denudes ; car ces points ^tant oommuns aux deux 
courbes, leurs coordonn^es devraient satisfaire li-la-fois aux 
l^qiDations qui les re pr^sentent , o'est-i-dire aux Equations de 
leurs projections. Cette consideration donnera g^n^ralement 
quatre equations entre les trois variables x*, y', «', Vest-a-dire 
une dc plus qu'il n'en faot pour les determiner. Ainsi , en eli^ 
minant ces variables ; on parviendra ii une Equation de condi* 
tion qui devra Mre satisfaite pour que les deux courbes 
puissent se couper , et cette equation exprimera les relations 
qui doivent exister pour cet objet entre les quantit^s constantes 
qui determinent la forme des deux courbes, et leurs positions 
dans I'espace. • 

Quoique la m^fbode pr^cedente soit exacte, eile a besoin de 
queiques d^veloppemens. Elle donne bien la condition n6ce»- 
saire pour que deux courbed se rencontrent dans Tespace; 
mais on n'y a pas eu egard au nombre des points d'inter- 
flection. 
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Spient « = ^ (j) ^ =r 4^ («) 

lea deux Equations des projections de la premMrc conrbe / et 

Relies de la «eoon^ , lea carackaristiques f i^ t^' tA^' > d^-u- 
gnant des foDctiooB' quelconquea' de 2 , ces quatre ^qaations 
devropt subsist er €n inline tempa pour lea pointa d'inleraec* 
lion dea deuJ^ courbes. : oette consideration donne d^abord 

en eliminant z enire lea deux derpi^xea , on aiira Teqaation de 
condition dopt nous avons parle. Four, bien comprendre i'ljia^^^ 
de cette equation , il faut diatinguer. deux caa : 1°. celui ou , 
connaisaant toutea lea constantea qui cntrent dans lea (^nations 
des deux courbes ; on demande de detei^miner leura pointa 
d'^atersection ; %**» cclui ou cea constant's etant arbitraircSj on 
demande d'etablir enlr'ell^ lea relations necesaairea pour que 
les deux courbes aient un nopibrc de pointa d'intersection d^- 

Dans le* premier cos , les Equations de conditions (i) et (2) 
sont compUtement connue^ j et les valours de tous leurs co^fE- 
ciens sonl donnees . On cherchcra leur^plus grand commun ^ir 
viseur j et en Tegalant a zero , on ^ura une ^nation en si qui ^ , 
par la resolution 9 fera connaitre toutea les valeura de z qi;i 
pourront ^tre communea aux deux courbes. . ;. .• 

Cea valcurs ^t£tnt connues , on substiiuera successiyement 
cbacune d'elles dans les Equations des deux courbes donnees ^ 
el on les resoudra par rapport aux variables x aX y» Toutea les 
valours reelka de cf a variables, qui seront les mdmes pQur lea 
jdeux courbesj indiqueront autant de points d'intersectioo reels; 
el en repetant la fi)6me op^rati^n pour toutea les valours de z 
deduites des equations (1) et (2) par le raoyen du plus grand 



)^ 
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commun divisear , on aura tons les pointt d'ititeMection des 
deux courbes aans aucun« ejcoeption. 

Si y au cotitraire , les oonstantes (jui etitratt dans les ^qua>- 
tions des deux cotirbes n^^taient ]pa8 donnas , il faudrait pnh- 
fiter de cette indetermination pour etablir eiitre les ^quatiom 
(i) et (2) un commun' dmseurde tel ordre que Ton vondrait 
assigner. Si I'on ne peut disposer que d^'tln^ neule constante ^ on 
ne pourra Etablir ainsi qu'6& diviseur eommun da ptemier de« 
gr^^mais si Ton peut disposer de d«uX t^de trois,ond'an pkis 
grand nombre de ces constantes^ on pourra Etablir an diviseur 
commun d'un ordre progressivement plus ^leye. Mais ces con- 
ditions, quoiqueindispensables iidtablir^ ne suf&oilt pad encdre 
pour assurer que le nombi^ d'intersectiotis dettand^ existeiu 
reellement. II faudra esaajrer sur les Equations ainsi modifi6es 
les valeurs de z donni^es par le diviseur common que Ton aum 
^labli , en d^duire les valeurs de * ct de / , et voir si ellcn 
sent les m^mes et reelles pout les deux courbeiS. 

Pour repr^senter ces conditions par la g<6otn6trie , il faut 
consid^rer que les valeurs de js qui satisfont A Vdquation (i) 
donnent les points qui petivent ftre eommuM fcu& ptojections 
des deux courbes sur le plan des xz , <ya plutdt elks font com- 
naitre les ordonn^es z qui leur appartiennent. L'^uation (2) 
exprime unie condition analogue pour les projections relatives 
au plan des yis. Mais cela ne soffit pas ettcorift pour que les deux 
courbes se ren^ntrent dans I'espace. II faut que les points oil 
les projections se !reneotitr^t corirespoYtdeAt a un mtmt point 
de Tespace , c'est-a-dire qu'ite se trouvent dvufc k deust itir un 
tn^me plan projetapt. ^ 

^ Du Plan. 

53. On a vu plus.haut qu'une li^tte courbeest caracf^risee 
lorsque I'ott a une equation qui ^st»rime la relaliou qui doit 
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exister ei^tre les abscisses ct les ordonnces de chacun do sef 
points : il en est de m^me des surfaces ; leur nature est deter^ 
minee quand on a une equation entre les coordonnees x j y^ z, 
des points qui leur appurtiennent ; car y en se donnant k volont^ 
lea valeursdc deux de ces variables^ I'^quation fera oonnaf tre la 
valeur de la troisidme , et le point dent elles seront les coor-* 
doi^n^es sera sur la surface ^ et non ailleurs*. 

Si 9 par exeoiple ^ on se donne des valeurs de x et ^y $ 
que nquB repr&ent^rons par 

xra: a y :=z b , 

en prenant sur les axes des x et des y AP 3=: a ^ AQ := ^ , et 
menant les parall^les FM) , QM^ , k ces axes , on determiners 
le point ilf , qui sera la projection du point cherche sur le 
plan des x ,y (^g, 18 ) ; Vequation , donnant ensuite la valeur 
correspondantede ff y deterniinel^longueurdel'ordonnee MM' , 
et par consequent la position du point ilf de la surface. II suit 
de k qu'ape Equation entre trois variables x ^ y , z y repre- 
sente une surface y de mSme qu^une Equation entre deux va- 
riables repr^sente utie ligne ; et Ton dit que la surface est 
continue ou discontinue, suivant que toutes ses parties sont ou 
ne sont pas assujetties k une mdme equation. 

54* Cela pose ^ cherchons la relation qui doit exister entre 
les cootdonnees x ^ y y x , pour que cette surface soit un 
plan. 

La niani^re la plus simple de concevbir ;la generation 
d'une surface plane , c'est de la regarder comma le lieu de 
toutes les perpendiculaires men6es k une m6me droite par un 
de ses points. Soient x'^ y' , z' , les coordonnees de ce point > 
on aura 



^ ^ , f(^\ pour les equations de la droite^ 
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Cellet d'une dtoite qui pusera par le mime point seront 

et 81 cette droite etft perpendiculaire k la preo^dente, w 
aura C n** 47 ) 

I 4- ^ 4* ^^' = ^ > 
of et ^' sont constantes pour une m^me perpendiculaire , mais' 
Tariables d'une perpendiculaire a une autre. Si done on met 
dans la dernidre equation , pour ces quantity , leurs valeurs 
en X ,y, £y tiroes dea deux pr6c^dente8 , le reaultat n'indiquera 
plus laquelle dea perpendiculairea on a conaideree ; il h*appar-« 
tiendra par consequent a aucune d'elies en particulier , mais il 
exprimera une relation qui leur convient k toutes : cette rela- 
tion sera done celle qui doit exister entre lea ooordonn^es da 
plan qui lea contient.' L'^limination donno 

«— a' + a ( « — ar') + 6 (jr — / ) = o j 

et comnde les quantites a , b , qui d^terminent la position 
de la premiere droite , sont absolument arbitrairea , ainsi 
que x' yy^yZ^ , cette equation peut servir k representer un plan 
quelconque. 

Enyfaiaant xssio y:=zOy 

clle donne «==«'-{- ox'. + by*, 

C'est la valeur de Tordonn^e jiCdix plan k I'origine ( fig 24), 
£n la repr^aentantpar c , I'equation du plan deyient 

z -j^ ax +A/ — cz=:o y 

et Ton voit qu'elle est lineaire par rapport aux variables Xyy, s« 
£lle renferme trois coefficiens constans et arbitraires, a y dyC, 
paroe qu'il faut^en general trois conditions pour determiner la 
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position d'un plan dans Pespace, Si c s=: o ^ le plan passe pai^ 
Torigine m^me des coordonn^es. 

En faisant j^ =: o , on aura I'intersection CD du plan avec 
celui des xz ( fig. 24 ) ; car c'est la propri^t^ commune k tou* 
les points qui y sont situ^ II viandra ainsi* 

y=.o Z'\-ax — c=o 

pour les Equations de cette intersection : la premiere exprime 
que sa projectiop sur le plan des xy est I'axe des x lui-meme ; 
et cela doit 6tre ainsi , puisque cette intersection est toute en- 
tiere dans le plan des xz. La tangenjte trigonom^trique de 
Tangle que cette droite forme avec I'axe des jit , est representee 
par — a(n*^. 28). 

En faisant de meme or =1: o » on obtiendra rintersectlon Cli* 
du plan avec celui des yz j et ses equations seront 

La tangente trigonometnque de Tangle que Cette ligne forme 
avec Taxe desy , est representee par — &. , 

Enfin f en faisant z = p ^ on obtiendra I'intersection VD^ 
du plan avec celui des xy , et elle aura poor equations 

z = o ax ^hy — c=o 

Ces intersections se noniment aussi les traces du plan, 

Considerons d'abord les deus premieres : en y suppo- 
sani J =r o y or ci=: o , elles donnent toutses deux pour z 2a tni&me 
valeur z = o. Ces droites passent done tputes deux pax^ ua 
meme point C de Taxe des z , Tordoijnee AC de ce point etant 
egale a c. 

Les projections de la droite k laquelle le plan est petj^en^ 
dicukins , ont pour Equations 

ar— af' = a(z — 2') y — y^ = 6 ( 5,— a' ). 



J 
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Ka !U 'oomphnftt arse ee|les des tzaoes «iiaes torn la foroMi 

*=-—*+— y= — r'+T'. 

xm voit (n''. 3a ) quVlles leur sont respectirement perpendiciK 
laires ; d'od il suit que« lonqa'an plan e^ pcSrpendicaMre % 
inie droite dims Fespaoe^ les projectionft de la droite sont pier- 
pendieulaires aiiK traces da plan : c^st ce qn'il est fiicile d# 
t^montrer par la georo^tno* Gar , si nne droile est peipcudH 
culaire k vm plan , les plans projetans de oette droite sont per^ 
pendieulaires a ce plan et aux plans coordonnes : ils sont. par 
consilient perpettdiculalMs mxx trices dn pltftt ^fi^s^s^. Cat 
traces ddivent done ^tte auisi perpendicnhires aiCiic iniefKCtions 
des plans projetans arte lea pisms eotfuioiitilsi e^tni-k-^Htt-wk 
pro^^iNicms d^ la droite. 

En faisant z r=o dans les equations des traces CD, €&^ 
relatiTte aus ^lafM des xi et desjit > ^ ciles domreUt 

■ 

«=o /=:o «= pourlaprenfti^re;. 

z?=:o :i;;=:o j2=-— pour laseoonde. 

Ce sont les coordonn^es des points Z>, D' « oiices traces coupent 
les axes des x et desj' *, et teTs obdtddnnftes satisfont aux ^qua** 
tions de la troisidme trace *J>D^ , qui sont ^ 

.z;=:o ax 'j' by — c = o/ 

parce que cette trace passe par les points d'infersiection des 
«tes Ax , Jt' , mc les a^Ui auYiti traVesV 

Oh f«uit kvt^i'pmem tf^vtiifdtitn^Utty en le cdndfcyArtl 
engendrd par le mouvement d'une des tracl^s, 4ui ^i^^ "^^P 
^'autre «i ^:^axU pikralldle |i eUc-fa^mo ^' car ^ soient 

5 
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y ^=iO , z -^ cus — e;=ole8 6quatioiM de la trace CD siir 

le plan des xz , 

X z=: o^ z -{^ by — c = o celles de la trace CD^ sur le 

plan des jz, 

C'est la forme la plus gen^rale qu'elles puissent avoir , puis- 
qu'elles doivent se oouper sur I'axe des z. Si la seconde se 
liieut parall^lement a elle - m^me y elle aura , dana une 
^uelbonquede sos positions EF^ des 'equations de cette forme 

*=• « + Ar — i^ = o, 

m tl ft eMuit oonstantes pour la mdme position , et variables 
d'un^ position a I'autre. La premiere de oes deux equations in- 
dique quQ la droite reste toujours paralUleeu plan dsayz ^ la 
seconde , que sa projection sur ce plan est parallele k la trace 

^Joniiide. . 

£n faisanty =: o , on^aura le point i& , ou la trace y dans son 
inouvement , rencontre le pkm des x ct z'y sea coordonnees 

seront 

X z=:m zmft 

Pour que ce point d'intersectioii se trouve sur la trace CD f 
il faut qu'il y ait entre ses coordonnees la relation 

z -^ ax — c =0 

cxpilmee par T^quation d^ cette trace ; ce qui ^ablit entre m 
ct fi la condition 

r 

/3-{-a««— c?=:o. 

Ainsi , dans toutes les positions -de la droite g^n^ratrlce , il 

_ ■ -■ - , • . 

existe entre les coordonnees d'un ^ueloonque de »e9 points les 
eqijiations auivantes : , . . x - , ,. 
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SI Too. ^limine enti-'elles « et ^ , on obliendra Un r^suHat 
ind^pendant de ces quantites , qui » convenant toujours auz 
points situes sur la droite geiveratrice , et n'etant plus partica- 
Jier pour une de acs positiona , apparliendra au plan qu'elle 
decrit* Cette elimination donne 

. • £ ^ ay -^ by — cl=±: 

|iour Inequation du plan ; ce qui a'accorde avec ce que nous 
avona trouve plua haut. , ^ 

55k On voit auasi | par oette m^thodei que Tequation da 
plan r^atera toujours du premier degr^ , par rapport aux va«* 
riables x ,y^ z^ lors md^e que oea variables repr^senteraient 
des coordonneea obliqHes \ car quelle que soit I'inclinaison dea 
coortionneea y. lea equations des deua: droites generatrices seront 
toujours du premier degre en :i? , y , ik (n^* ^5 ) , et le raison'- 
nement par Jequel T^quation du plan se deduit de SQa 1;races » 
aera toujqura le mdipe dans tons les cas. 

56. Les deux exemplea pr^cedens, quoique fort simples, 
BufHsent p9ur faire conccYoir comment on pent trouver en ge^ 
neral Pequation d'une surface , lorsqu'on sait qu'elle peul dtre 
engendrde par. une ligne courbe^ qui glisse aur une autre ligno 
aulvantdes conditions donneea^-- , 

£n effet , pour qu'une des de\ix coi^rbeapuiase ^tte consid^*^ 
.r^ecomme mobile^ il faijit <qjue sa position pe soit pas compU-^ 
tei^nt 4c^rmin^* H est d9pc:7i!^cef saire ^quHl enlre d^oa. son 
iq;iatiQn,quelque constants. arl^ti;^re qui puisse prendre diffe* 
rentes valeurs relatives a ses differenies positions.Telles^taienti 
Jab^Ic P^obl&me.p^ic^enj;^ les quantites « et/3 qui dep^n- 
.daieQl d^Ja position ide la 'droite gefieratri^ *.r 
. . Or 9 1 dana . cliaque position des deux co vt;^ l^j^^ il exjste une 
.^qpation. de^, condition, qui doit/tre 8atii^|l^|4^r|>9ar, qu'^ellea 
puj^ent se ;rencontrerv(n°- 52 )} et ccdle^ Equation indique 
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lea rapports qtd doirent exister poor oet effet entre les quaii- 
tites ooDttantes qtti diXerminent lenra poaitiony te^pectitas. Si 
on Itiiae aulyoiater oette ^aation de condition , et qu*on e« 
ehaase deux de oaa quantity eenstantes par ]a sttbatitntien de 
leura valeura en fonction des Tariablea x^y^t^ tirdea des ^oa- 
tiona dea deux oourbea , le reaultat , 4^gagi6 de cea conatantea , 
deviendra independent de la positiou particulidre quePonaTait 
conaid^6e d'abord : il appartiendra done & tona Ics poinla de 
Teapace , dont lea coordonn^ea x y y ^ %% aont tellea , quMfa 
ae trouyent aur Tune oa Fautre dee deux oottrbea , . loraque 
eea oourbea aont plaoeea de mani^re a pouToir ae renoontrer. 

Si lea deux ^quationa de la courbe mobile ne renferment que 
deux conatantea arbitrairea j teUea'que « et /adana le probTdnie 
pric6dent j I'equation de coafition , d^barraaace de cea cona- 
tantea par Veliminatlon y ne conliendra plus que les variablee- 
Js 9 y , tf et df*s quantiles connues : elle repreaenlerapa^ don- 
a^quent une surface engendree par la courbe mobile. 

Maii si- lea deux ^uationa de oette courbe contiehnent plua 
de deux conatantea arbitrairea , on ne poufra pas, eng^ndmi, ' 
jka chaaaer foutea k-k-fo&i de Tequation de condition : par 
AO^quent J le r^ultat en j^ , J > ^ 9 dunnera autant de au]> 
' facea difTerentes que Ton pourra donner de raleura aux cona^ 
jtantea arbitrairea qiri n'ont pn ttte ^liminees. 

Ain^i , dan$ ce taa , l'6quatioa (male-Tepr^sentera une auile 
de suf £l€ea^ ou le lieu solids de tona lea pojnta de Pespace qni 
peuvent ae treuver aur la cotik*be g^neratrice dana' aoh xnonVe^ 
ment. " 

Ciela aejrait arriv6 ^ par exiemple , dana le problidnie p rt e dv 
jdent y ai lea quantity a et 5 , qui id^errtiinent la direction de 
la droitegenei!lt)^ice , euasent pu ^tre quetconques , au libti de 
reater bohataibmen^^ea m^mes. Alors la g^dratiice^ au liea 
de reater paralUle k el)e*'m(iixe ^ aurait pu prendre toulef laa 
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directioas posaibles auloui* do chaque point de la droilt fixe ; 
et delii8eraitT68ult6^ hon pas vna surfaoe plane ^ mais un ao* 
hdo qui aurait compris to us les poi;i ls.de Tespace , et ae aerait 
^endu k Pinfini dans tous les tens. 

Poui^ ne ]ai»er ancune incertitude dan« I'emploi dis ot$ 
oonaidcsratiens gentiles ^ nous allodt en faire Pap()lieatieii 
particuli^re a la recherche dea aur&oes engendr^ce par te moa-* 
vement d*une iigne droite. 

Solent done ^neralemeot 

* s= di -|- « 

a « I 

lea equations d'une Iigne droite quelconque , tant que les 
quatre quantity a i tt fi ne sent pas denudes , la position dela 
droite dans I'espace est absoliim^itt ii&determin^ : on ^ait seu- 
lement que tens les points qui la composent ent entr^eux le 
rapport de situation que la ligue droite eauge* 

Si I'on etablissait entre ces qu^uatites une ^quatv^n d^^eoBdi** 
tion k laquelle elles dussent satiafaire , Tind^terniination sorait 
moindre. Car , parmi toiilea les dfoites possibles 9 il y en au* 
Tait d6ja qui ne pourraient pias siillsfai^e a cette conc^on. Si 
Ton se donnait ainsi deux equations da condition , I'inaelernu- 
natiotideviendrait moindre encore. Gependant deux des quatre 
quantites ab a $ resteraient encore arbitr aires , et le lieu de 
toutes les droitesqui renfpliraiehC !le^ cofldiCicms assignees for- 
merait un solide. Ajoutons encore, une condition de plus^ril n<r 
resterait plus qu'une des quatre quantites d^arbitraire , le lieu 
des droites qui satjsferaient a ces-trois relations fomierait une 
surface ; eniin , atec quatre eqtfafions de condition , les quatre 
arbtraires se* trouyeraient comj^esient d«teri|iiii^fis ^ et iL ii';^: 
aurait plus qu'un certain nSmbre fini et limite de droites qpi sa.^ 
tisferait tfii problfme aveetotttfcscei-ieitrfeisRiL. 
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67. 4/V.iin de ronJre its calculs fiymetrifjues y noua mcttrona 
Tequation duplan sous cette forme : 

^Jir +'jgf/ -I- Cs -h Z) =S o , . 

}ui n'est pas pl'usgenerale que la pr^denteyavcclaquolle elle 
ooincide lorsqu'elle est divisee par C : c'ett Feqiiatioa oomplete 
du premier degre eatr? trois variables, 

58. On peut rcconnaitre 4 posteriori, et d'apres la nature de 
cette equation , qu'elle appartient k une surface plane ; car une 
ligne droite men^e par deux poii^ts qu^lconques pris sur c^ite 
surface ^ coincidera avec elle dans toute son etendue. ijn eCfet, 
les equations de cette droite seront de la forme 

jp = a« -}" * 

• Solent x\ y\ a', les ooordonnees d'un dcs points qful y sont 
situes , COS ooordonnees aurontentr^elles les relations efxpri-- 
meed jKarles Equations precedences , c*est-k-diro 

I • 1. . . . , 

Mais , deplus »' si ce point se trouye aussi sur la surface qui ^ 
pour Equation « 

il faudra que se£l codrdonnios satisfassent aussi 4 oette equation J 
en sorte qcf on ait . ». . 

# • • • * 

©II en mcttani pour 0^ et^' lears valeurs az* + W,'5z* -f- i$. . 

- • ■ 

» 
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Cest I'eqaation de condition neceasaire pour que la droitc ait 
un point de commun avecla surface dont il s'agit. 1 

Soient de m^me *" , y" , «"^ lea coordonnees d'un autre poii t 
oommun k la droite et ii la aur&ce y on en tirera encore la 
condition r •• .', ;., . 

{Ja + Bb+C) zf! + ^»^Bfi + D:=:o. 

Cettc equation ne pent pas aubsister en mine .tempa que la 

precedente , a moins qu'on n'ait separ6ment 

Ja + Bh + C= o ^# + i?/3 + 2> = o. 

1 

Ce sont lea: equations de condition neoessaires pour que la 
droite ait deux points conioiuns avecla surface. 

Mais siles valeurs deacoe£Gciensa>.,&^ » 9 $ ^ sont tellcs 
que ces deux conditions soient satisfaites^ tons les autres points 
de la drorfe"lui ser(>itt aussieommun^ dVeC la: surface ; ca(r ;' 
soient *"* /jr'^' , s"% les 0>t>o)*donn6es- d'un quetoonque^de'ccs 
points , pour 'qu'il se .trouTe ^ftwst^anr la 4iipfaee , il fiiut 
qu'on ait 

Or cette equation est satisiaite d'elle-m^nie en vertu des deu^ 
preccd^titea , etpenr consequently point dont il s'agit est r^dle-* 
ment cpminunk la sufface et a la droite. 

Ce resultat etant g<6neral, il s'ensuit que toute droite qui 
aura deux points communs'avcc la surface dont ^equation est 

coiincidera avec elle dans toute son etend^e; et par conseq'irirf 
cette surface est plane. 

55. En faisant J = o ; on a 

• ^ . ^. ' ' 
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{K)ur r^quation ^ la trace CD aur le plan ^ xs ( fig. 214 ) : 
si le plan propose est perpeiuHculaise au plan desyz, cette trace, 
devra 6tre pftnliile k 1' axe ties x ; aon equation arra par oen- 
a^quent de k forme % ss copsUmtAi ce qui exiga qua Jl aoit 
nul ; I'^quation du plan devientalors 

^ + & + i9 = o; 

«l ii'ei^ pl«u^qtx^«iitre etj^^ oe qpir s^aooordaavecoeque nooa 
avons Tu dans le ( ii^< 4'S y 

f)n troT^yerajX d^ 9i4inc que , si le p]bn pft)poa^ est perpen- 
diculaire a celui des xz j on doit avoir j9 = o ^ parce que 
sfei trace surJe plan ies yz devieBt parall^le 4 l%]ie des/* 
Ainsi 

-:—-.''. • * : 

Enfiji V pout^ ^UQ 1« pl*B s<^ p0i?peadicukare i celaidas xy^ 
il fiHit qu'a« aifc ■Ci;f:^'<i^ qfe.i^^iriwawrp^ttr .^n ^eq^fttion 

udf X + JB!y + 2> 3= o. 






II est aise de voir que ces differentes formes resullent de 

gentes trij^onometriques des angles que Torment avec les axes 
des X et des y les traces du plan propose sur ceux des xz et 
des yz 

!Nous nous proposecoQ« y ji^l^v^in^t au'.Jlliin , une suite de 
questions analogues a celles que la lignc droite nous a pr6- 

•••"1 •- • !''i '"" § '' 

sentees^ 

! • , 

6ow Trouver les equations d'un plan qui passe par t^ois 

{Mints donnes. '" 

Soient x' , /, 3'., ««, y'J, i», »"i\y", s"', les coor- 
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donnees de c^ pointa , Fequfttioa da plan diorcke sera do 

ce(te forme 

-^* + Byi + Cs + JDas o J 

r 

et , puisque les points donnes doiyent y (tre compris | il 
devra exister entre les ooefficicps ^,BxC,Dy\ei relations 
suivantes : 

Jxr + Br'+C:' +D = o 

j4x" + By" + C«" + 1> = o 

i 

Ces trois ^uations , qui sbnt du premier diogr^ par rappert aur' 
ooordonn^es des points proposes*^ donneront pour ^, ^ t C, 

des expressions de cette'fbrme 

• 

A=iA'D B=B'D C=iCD, . 

A-rR% 0t ^^f^\ ibnetioa^ de eea eooidonn^eB; Em mlslituftiit 
c^«f vAlf i^ra dmi Tequiatiqpi du plan , i> 4upiBvaltra , «t Ton 

a4]ra 

res ul tat qui satisfera aux conditions demandees. 

61.. TrouvcrTint^seqtion de deux plans. 
Soient 

VI • »»/ x># I iTM / 1^ equations de ces plans ; 

ellea 4&vroat avoir lien ei^ npdme- temps pour les points qui 
sqnft co^^n^|ls aux deox plans. On pourra dono determin/Br ces 
poinU[ en* combinant lea dcu3^ ^qu^tions prj^de^l^^* 

Si Ton climine entr'elles u^e des ^ambfof ^ » psiir esiemplt) 
le resultat ' • 

{AC - A'C-) X + (5C— 5'C)^-+ (iWJ?— D'C) =0^,. 
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appartiendra ii une ligne droite; et, comme la relation quSl* 
exprime a lieu seulement entre leg eoordojinees x ^ y de* 
points situ^s but rintersection comtnune idea deux plans y cetle 
ligne sera la projection de cette intersectipn sur lo plan des xy^ 
On prouver^ de la m^me mani^re que , si I'on elimine 
y oil X entre les equations des deux plans ^ le jesultat appar- 
tiendra k la projection de ^intersection, si^r le plan des xz: 
ou desjz. 

6i3i, Generalement, pour trouyer les points d'intersection 
dcdeux surfaces quelconques^ il faudradire que leurs equa- 
tions , qui sont en x, j, z, ont lieu ea .luAme-temps ', et en eli-» 
minant entr'ellea x oujou z , les equations que Ton obtiendra^ 
et qui seront entre deux variables , seront celles de la projec-r . 
tion de I'intersection des deux surfaces sur les plans des yz , 
\ des xz ou dea xy\ 

Si I'on* avait ainsi troie^ Equations- entre les trois variables 
x,yy Zf et que ees equations dussentsubsister en ai6m»-teidpi}> 
c est-4-dire ^tre satisfaites par les m^mes valeurs de ces va-" 
riables , il faudraii xncore employer F<elimination pour les 

obtenir. Ces valeurs seraient done conapUtement d^termjnees ; 

» , ' • 

et comme elles appartiendraient k-la-fois aux trois equations 
ou aux trois surfad^s, elles representeraient evidemment les 
coordonnees du point ou des points dans lesquels ces surfaces 
se coupent. - .. ;. . .\ ' \ .. 

Tout ceci n'est que la generalisation de ce que nous avonjs^ ' 
re<narqu6 plus bant relativemeni i' la cximbinaison des for^ 
mulei analytiqUes qui doivent avoir lieu simultan^rtiient. Le 
resultat de I'^liQiiliatioi^ donne lout ce - qui pent ^tre coirimui*.- 
aux form ules que Ttm a' combin'ees. > - .j .. . 

'63. Trouverles conditions nccessaires pour que deiix plau3^* 
Si^ient.parail^lesejitr'eux^ . .. , *- ' 
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■ Soient; 

les equations de ces plans; s'ils sont paralUles , leurs intersco 
lions aveclea plans coordonnesseront respectivement parall^les: 
cfit^faisant Buccessivement x=0, y sr o, 2 == o , pour avoir 
les equations de ces traces ^ on trouve ^ pour les conditiont 
demandees ( n*. 3i ) , 

JL-^:dL JL — IL j^ — ^. 

•troaydit que deux quelconques d'entx'dlea conportent H 
troisidme. • 

Ces conditions auraient pu se d^duire directement , et d'une 
mani^re plus elegante , de la condition trouree plus hautj 
n**. 61 y entre les equations de deux plans qui se coupent.Nout 
ivons'yji alors qu'en^Hminant z entr'ellcs , on trouye 

{AC — A'C) X + (bC — BC)y-\- (XJC— DC ) = o 

t 

oelte' equation qui repliesente une ligne droite, a^partient k 
I'intersection des deux plans. £lle repre^entfe sa projection sur- 
le plan des xy> Si les deux plans sont parall^lesil faut quecett» 
intersection n'existe pas-;il faut done queV^quation pr^ce^ente 
lie pifisse 6tre satisfaite par aucune valeur de x et dey. Le seu^ 
iiioyen pour qu'il en soit ainsi 9 cVst de faire disparaitre ^ et y 
de cette Equation,, car tant que les variables x^y^ resteront j 
comme elles sont tout^a-fait arbitraires et qu'elles ^'y entrent 
qu'au premier degre, on pourrait toujours leur donner dcs 

valeurs lelles que Inequation fut satisfaite. ll faut dono rendro 

• • ■.' .'*'* 

leurs coefficiens.nulsy^e qui donne 

... ■ ij 

conditions qui VacccnTdeitt en eHet avec cellea que nous avions 
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deduites dc la gtometrie. On peut voir par cet exemplb. et par 

celui du n°( 45 ^ c<xaibieni lea conditions d'independ^nce tout 
utiles lorsqu'pn peut les introduire dans les questions geome* 
triques. 

. 64. Trouv^r les conditions neceasaires ppur qu'ima droittt 
|oit paralUIe a un plan* 

Soient AT = az 4- « 1 , , ,. j 1 j •* 
. , > les equations de la droite. 

u4» +Bf^ Cz +D z=:o FcquatioA du plank 

P^r ror%p0^^i8'CDO9rdoDn60B meiiona ono droite tit ii]| plate 
xespectivcment paralleles , leurs i^guations seront 

x:=iaz Ax '\^ By -\- Cz =^ o. 

y = hz ' ' 

Four qne les conditions demand^ea %aifivX ronpliaay'il faut 
que cette droite ^ qui a un point dfe cpmmun ayec le plan ^ 
coincide' avec lui dans toute son etendue : TeqUalion du plan 
4oi|dan6<^e.SAtia&itey quejle que sent js, par les valours d« 
sf et do jr , tivtes-dcft oqualkma de la diroit«9 ca fuiexiga qil'dil 
til: - , . 

(7estla conditioii neoessaire pour qu'ude droft^ soit paraltele k 
un plan. 

On peut encore arriver k ce r^sultat par Ik condition d'ind6- 
pendancei Supposons que la droite et le plan se renoontrent y les 
jcyz pourront ^tre regai'des comme commum entr^eux dans, le 
point d'intersection. IPrenant done x et y dans Inequation de la 
droite pour les mettre dans celle i\x ^an, et r^unissant les 
termes en ji, i^ vieiidftt- 



V 
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c'eslh oonditKm n^oessaire ponr qs'ine dvoito tt m plin tm 
eoupent. St Ton v«ut k rendre ioiposiiUo , il fant en f«m 
disparaitre la TariiibU arbitraire ^ y «a mdMit son cotfieiefll 
fkvX \ ce ^[uidonnej coiume ci-dessus, 

65. Tronver let ijondiliom iaic6»am» poor qu'iine droite 
aoit perpendiculaire & un plan , et donner I'expresaioa de la 
distance du plan a un point quelconque de la perpendiculaire. 

Soient 5; = a« + « l j^ , , .. 
i^ t. - I *^ equations de la droite ; 

Ax + iB[y + CV + Z> = o odle dtt plan. 

Pour que lea conditions demand^es soient remplies y il faut 
( n°. 54 ) que Ics projections de la dixiite soieiit perpendicu- 
laires aux traces- d|x pkn. : or ^ en faisanf successivement 
y = o ^« =s o , dans I'eqaation qui le repr^senff , on trouve 

^x + C« + 2>=:o, 

^nation de la trace silr le plan des xz y 

et iy + C» + i>^a2«, 

Equation de la trace smr. le plan des yz. • 

Pour que ces droifesaoient perpendicuhitesaux pr^oedontes y 
il faut qu'on ait ( n^. 32 ) 

GB soni lea conditions deoiand^es. 

Si la .perpendiculaire pakse par ^n point dont les cootdon- 
tt^os soient ip', f ^ z*y ses equations deviendront 

T 
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•Four trottver le point oik elle rencontre le plaii, il Aadrit 
oombiner ces^ ^qu^tipns avec cellesdu plati , que^ pour plus- d0 
-•onimoditd i nous nettrons soua la forme suivante 

• .. , 
Enfaisant 

2)'. BK -D + ^«' + 5/ + C«', 

alors F^liminalion dbnhe 



*^'*'==;-^- 



azy 



,■■ ,_: bD' ..... 

ou , en substituant pour 4^ , i, leurs valeurs -7T ; ""PT"* ^^* 
l:esultent de ce que la droite est perpendiculaire^ 

CD' . 

• Z -»• W: tZZ «— t. ■! Ill 1 

•^" + JS' + C?' 

• ,• " •' AD* ' ' '" ' 

• ^' -I- jgr + c 



' > ' <^ t > . . 



r.-^y-=ir- ■ >. r-».4 ' 



• . * ' I ' 

ar^^, 2 , sont lei coordonnies du point d'interseclion. Sa di*s- 
tance a celui dont Iqs coordoninees sont x^^y^ .^S sera ( n°. ^o ) 

C'est la portion de ]^ *pex{»en)lipidiLif e.xherch^e : en la repr^« 
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tentant par P, on aura : ' 

I 

et en remettant pour 27' aa vakur 

-66. Trouver Tangle da deox plana. , 
Soient 

^'* + ^'j' + C»« + 1?'= o / ^** «9"»»«>P* *> «« pl'«n«. * 

Menons k chacun d'eqx une droite- perpondiculaire , Tangly 
de ces droites est le mtme que celui des deux plans. Lea Equa- 
tions de cea droites Etant 

il faudra, pour qu'cUes soient perpendicokires-^ux plan^J 
^a'on ait ' 

A:=zaC B=zbC 

Li'angle des deux droites , ou, ce qui rerient au in£me, celvi 
des deax plans , itant d^signi 'par X^, son cosinus sera 
(n'.45) ,, • . 

* ^ t+Hc^ + W , ' 

cos J^ = — — ! ' . 

ou, en mettent pour a, ai, b , b\ leurs yaleurs, 

^ \ JA' + BB' + CCy 
cos /^=a ■ . ' I 






K^* + fi? + cr i^A'^ +»i' + ai 



«o PRELIMIN AIRES. 

Cette expression est ind^pendante de X> et de D\ parce qua 
ces qoftntit^s , qui expriment les.ordonnees k I'origiDe » n'in- 
fluent pas sur Findinaison des plans. 

Si les deux plans sont perpendiculaires Tun^ Fautre, on doit 
aypir cos ^= o ; ce qui donn^ 

^'est la condition potir que deilx pianS soient perpendiculaires. 
Si I'un d'eux est l^plan meme desor/, dont T^uation est «3so, 
on aura 

En Honiifciaiit P^* la rakiir cdrrespondante de /% il viendra 

C 



tA%f^^t: 



ii<*«r 



K-^' + -»* + C' 

C'est le cosinus de I'angle qu'un plan fait avec eeltki d^s ty. 

On trouvera, en nommant'de m^me V^l et ^"les angles 
que le plan fait avec ceux des xz et des^z ^ 

eotF";=: . ^ , coaF^'aa ^. , . t 

et ces trois cosinus auront entr'eu^la relation 

cos* ;r' 4. cos' F'' + cos' ^".=z 1 , . 

parce que les angles /^', /^'^ F'", sont les m^mes que ceux que 
formerait avec les trots axes des coordonn^es une ligne droite 
pcrpendiculaire au plan. 

Sj. L'expresslon pr^edeato de cos V pent se transfornj^r 
Comme celle de I'article^^. Enetfet ,• siPonnomme ^, ^',^'/; 
jryTP'jV^^ les angles que ferment les deux plans proposes 
avec ceux des tty , des xx et des j^y 11 est wiii de voir qud 
Fona \ 

cos r^.co? JP'.coa IJf + coa Tl' 068 J?!' + cos 1^\' cos Tpf\, 
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€8. Troaver Tangle d'line droite el<d'ttn plan. 

' > les equations de la droite. 
y=bs + (^ f 

jia: + j8y + C^ 4* -^ = ^ Vequation du plan. 

Xj'angle que forme une droite ayec un plan est le mtoe que 
oeliii de cette droite avec sa projeclion sur oe plan : par ooilse- 
quent> si Ton m^ne une perpendiculaire au plan^ Tangle qu'ello 
fera avec la droite proposee sera le compUment d€ Tangle 
cherche. '^ , 

Soient done 

~|~ I les equations de la perpendiculaire , . 

on aura (n*. 65) 

J=JC B = bV. 
li'angle qu'elle fcra avec la droite proposee aura poUr cosiilui 

, Ki + «' + *• Ki +«'*+£»'• 

En tepr^sentant I'angle cherche par F'y ce sera la valeur da 
sin ^ *, mettant pour a' et b' leurs valeurs^ on troiive 

sin F^ =sr — ' '■ ■ ■ ■ * 

C^est I'ezpression du sinus de Tangle que £»it une droite ave<2- 
un plan. Si Von introduit les conditions necessaires pour que 
celui-ci soit un des plans ooordonnes^ on retj^uvera les mdmes 
valours que dans Tarticle 48; et, si Ton suppose sin /^z= w « 
on aura ^ comme dans Tarticle 64 , 

{tout la condition que l6 plan et la droits soient pataUdIe$< 

6 



•• 
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Ces pr^liminaires fuffitent povr r^soudre fontet les que** 
tioDA de geometrie relatives k la ligne droite et au plan* 

De la Discussion des Li^nes courbes , et de la 
Transformation des Coordonnees. 



69. Ea gte^aliNiit \yf^i9i€i^em ^ae nom venoife 4V 
■er dans les cbapHpea pr^oddens 9 on parviciit 4 reeoaQaltre % 
d'apr^ f ^uatum d'wie ligno cwxthe qvelconq ne , la aucoessioa 

« 

d<^ ses points, et la trace qu'ils forment sur un plan ou 4aii8 
I'espace. 

Si I'equation de la courbeest entre deux variables^ et o;^ oa 
risout cetle ^^octiom yar vapport 4 une d'ellas. On ^ait alors 
quellea valeurs cette coordonn6e doit avoir, lorsque I'autreest 
prise k voiont^; et Ton connait ainsi la suite des points que 
I'equation d65i^ne. 

Mais , si la oourbts . est donni^ par dewc ^jiatioafi , chaciine 
•nitre deux variables , c'est«a-dire si elfe est donndc par ^ ses 
projections sur deux des plans coordonn^ y on op^rera sur 
chacuno de ces projections suivant la mdthode pr^cddente , et 
Ton ooxmattra kn v^leimi d« 7^ et de s qui repondeat k <diaque 
valeur de s : q» qui fisera «ncore la poaitipn auoocssive 4# 
tons les points. 

11 pourrait arriver que Ia cpjirbe prapos^e fftt don nee par 
deux Equations entre les trois coordonn^es j%Xy z; car deux 
i^uatiotts ^e «e gemro ^uiv^slent It deux Equations en ay , xz 
ou ys : mais alors , en 4&liiBinant sucoessivement une des 
variables entre ka^uatiens donn^ , on retomberait dans le 
cas precedent. 

La supposition que nous egEatninens ici est celle oft la conrbo 
propos^e ne serait poa ^onr^te par les istersections des deux 
surfaces cyliufdjiqura qui l^piv>)>ttejat $uv lo$ ii^nx plans ooorv 
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flonfies, mais par demc aurbcep d'une Autaro aaloce, doat elle 
devrait avui €tce Tinieraectiqn. Les <6qu|(tioii0 do ces deux 
surjEacea devant avoir lieu aiBiultanement, ei pour ks m^mes 
YAleHTs de X, y^z^ ii aufSmit de Joa combiner , el d'«n ^liminor 
auoceaaivemeat «,ou^^oa is« pour avoir ka proji^oliooa de la 
oourbe aiH* lea plana <900fd<miii$. :-- 

•70. On a vu par oe qui pr6o^e , que ]a forme et la position 
d'une ligne oourt)e sont fonjours exprim^a par lea relalioils 
analjFtiques qui existent entre lea ooordonnn^ de aes diffi&rens 
points. Cest pourquoi on a olats^ lea courbea en difT^rcna 
ordres , d'apr^ la foTHie de leurp Equations. 

On lea divise d'aliord en.nigSbriquet ^,^n.UwasQein44UkifiS9 
auivant qu£ leur ^na^ion^ mfpp^ri^ei i 4m coQtdgnudes f»a^ 
tiUgnesjtaX rfle-m^miB jalgebrique ou Ica^soendante. 

On ckaae ensuite les courbea algi^briques d'apr^ ledegre de 
leur equation par rapport aux variables .qui reps^sentent les 
coordonnoea. L'ordro de la courlkq^at marque par i'expoaant 
de ce degre. 

Par exemple, la ligne droite dont nous noua somnes occup^s 
e^t du {uremier oidne 9 parce que aon iqwitifitn est du pseniier 
degir^ relativemenjt ^nx variabka d? ct ^. 

Clasaer ainsi une ligne oourbe et determiner so position , aa 
nati^re et sa forme, dtapr^ son aquation , c'eat oe qu'on appidfe 
la disGUter, 

71 . £ktto> recberebe peut eAre ppc^qu0:iou|oiurs jnendue pJiis 
facile fiaa: dba trimaformfttaoiui ana2fti}iie8 ^.snnplifieiit lai 
i^qjiations^ en fbiaant jdvaooair qiielgu<ia*U]ia ds lejira.lemies ; 
pr^ipara^ipn^jui leamet fin ^tet>d!eti» duuu^ea pluBjaiaeynesti 

Representees par 3a g^orndtrie , ces transformations re- 
viennent k placer la courbe, par rapport aiix axes des< coor«- 
ioj)nip$,de la in&ni^re la plus fitvorable, poiir deviner lea 
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fiinuosit^s de son cours. Par exemple ^ si one ciroonference dc 
cercle est plad^e d^une mani6re quelconque par rapport k ces 
axes J r^uation qui liera les abscisses et les ordonnees de ses 
diflerens points ne pent pas ^tre si simple que si le centre de 
celte eirconference ^tait plac6 ^ I'origine m^uie des 6)ordon- 
n^es ; car, dans ce cas , la courbe serait sy mefrique par rapport 
k chacun des axes « et il suffirait de suivre son coui*s dans un 
des quarts de oercle , pour le connaitre dans les Irois autres. 
Or 9 on con9oit que cette simplification mettrait plus facile men t 
i decouvert la 4^rme de la courbe, sa marche* ses proprietds. 

Les methodes dont il faut faire usage pour arriver k ces 
simplifications doivent done se i^daire k changer la position de 
I'origine et la direction des axes des coordonnees , pour les 
placer de mani^re qu'en y rapportant F^quatioA proposee , elle 
se r^duise k la forme la plus simple que comporte I'espdce de 
la courbe qu'elle repr^ente. II suffit de reconnaitre ensuite la 
position des nouveaux axe^par rapport aux anciens, pour con- 
naitre quelle etait originairement It position de la courbe par 
rapport k eux. 

On peut de la m^me manidre rapporter les courbes k des 
coordonnees qui ne soient pas rectangulaires : c'est ainsi , quoi- 
que pour un but different; que nous avons forme, dans 
I'article 24 9 l'<^uation de la ligne droite. 

72. Quand on veut passer ainsi d'un systdme de coordonnees 
k un autre , on cherche^ pour un point quelconque, les valeurs 
des anciennes coordonnees en ibnction des nouvelles : en substi- 
tuant cet valeun dansr^quadon propose, elle appartient tou- 
jours aux m^mes points ; jnais ces points s'y trourent rapportes 
aux nouveaux axes. Par consequent , hs proprietes de la courba. 
restent toujours le^ m^mes, et il n'y a de changementque dans 
4a manidre dont elles sont axprimees. 
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75/ Cea relations des noavelles ooordonneet atoc lea an^ 
ciennes sont bien fadles k etablir loraqu^on ne vent que trans- 
porter I'origine des coordonn^ , sans changer la direction des 
axes ; et I'on en a dej^ vu des exemples dans oe qui precede* 
En effet , soient ^' ( iig. a5 ) la n^uvelle origine j et A' X' , 
ji^ y f les noufreaiuc axes auxquels on veut rapporter les poinls 
du plan qui 6taient precedemment rapport^s aux axes paral- 
leles AXf -^ J^, et a I'origine ji^ Sr I*on prcnd un point quel* 
conque M situe dans Tangle X' A^ F' , on aura 

AB et A^B doivent 6tre donnas ; ce sont les coordonnees de la 
nouvelle origine y et elles expriment sa position par rapport 
aux anciens axes. Si done on fait^^ssia, u^'Bs^i qu'on 
rcpresente par ^ , ^ , les ancienjies coordonnees 9 et par x*f y >. 
les nouvelles prises dans le ol^mer sens , on aura 

* 

Four que oes Equations subsistent encore par rapport aux 
points situ^ dans I'ande IT' A* x^^iX faut que Tony suppose 4/ 
negatif ^ car , pour un queloonqu^e de pes points y tel que m ^ 
on aura ' 

ct il faut alors retrancher la nouvelle abscisse de a , au lieu de 
I'ajouter k cetle quantite. U en serade m^me des j' , lorsqu'ii'a 
appartiendront k des points situ^s du 66t6 de Faxe des X' oppose 
aux y^ positifs : c'est ce que nous avons sufjGsamment deve-- 
loppe dans I'article f 9. 

Nous avons suppose que la noaveUe origine AK ^tait siCuee- 
dans Tangle YAX ^ et qu^ainsi sea coordonnees a et 5 9. re]a«% 
tives aux; anci^na axes ^ itaient potiti^es.^ Si nous vouhms places 
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cette origine en A** d^ns Taagie xAy , et prendre tou^ourt ks 
xiouvellei ooordonnees or' et^' dans le m^me sens ^ il suf&ra de 
changer les signes- def a et de 6 dans ks formules procedbntes' , 
et Foil aura 

ainsi qu'on peui le trouver directement , en partant de leur 
position actuelle* 

Ce^ considerations tfonl conforines aux. principes etablis dans 
Ics prdliminaires^ ellesse rcduisent a cette regie generale , que 
]orsqja'6n pasBC^ d'un' syvtieme' de coordonnees a un aut^ paral- 
lele ^ au moyen des Equations 

11 fdUt regar^r la* raYiarti^ di i^g^' de- chaqne eldp^ce' d^ 
eoordofirie^^ cadMzii^ r6^t1i6Mtf a^ c<K?an^inen*ii deposition 
autour de I'ori^fie q<ai loi' «r»f i<ek«t^ ; ^f le^ qUtin^t^s a et d, 
qui sunt les ooordonnees d'une des origines par rapport a 
Tautre y peuvcnt etre rapportees a celui des deux syst^mes 
qtfon- voadra. 

O'est ^li c6Wst<i^iielxil' Ha portion de W nouvetle origine par 
i*apport a' iWci^ne , quti ifotai dvoiii obteilu. les- ^uations 
precedentes. Reciproquetnent , ces equations etant doiliteeflr , 
on pourrai^ eit dednrela pDsitiO]al^d!uft>c^felconq]jb des deux 
systemes par rapport a I'autre j car ^ en y faisant , par 
exeinple ,, a:l=;Q , ce qui est le caractere de Taxe des j, on 
aurait 

*= + «;. 

» - ■ 

ce qui, en supposant 4 et 3 positifs , signifi^qtM !'{»» deiy\ 
auqtu^l cette equation' appifaflieiijt , «flit situ6 du* e6€6^ des x 
posilifs^ dta^'une distance* <f de kut: ongine. XT^ iA^me , en 
faitianf y;a^6^ de^ (j^mx esd k curact^dre deVaste Ads «^ , otf aurait;- 
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vdatircflioiil k Ml axe t 

• 7 = 5/ 

o'mt->ii-£re ^u'ii est titu^ du c6t^ det y poskifs » k une di^* 
tance B de leur origine. £n finsant ^ .au oontraire , x = o » 
oa j= o y on tro jverait «' = — /» , ou ^' sr: — ^ , qui aeraient 
lea equations dea axea deaj et dea x par rapport k Torigine 
dea r' et dea x', 

Ce que nous venona de dire a lieu , quel que aoit I'angle 
forrn^ par lea axea dea coordonqdca ; et noua en ooncluronav 
que I . pour passer d'un ayat^me quelconque de coordonn^ea 4 
un autre parall^le au pr^c^dent , il aufHt de faire 

^ et ai ^nt lea ooordonn^ea d'uae dea originea pav rapport a 
Tautrv. £n aubatiluaBt eea valeui* daaa une ^uaiion quel* 
eenque entae w tXy , dk ae taowref a rapport^ aHX variaUea 
j^rt a;'. 

74. Psisaene mainfenant ail caa o* fen fail Yarier la diree^ 
lion des axea et Fangle qu'iia fornient entr'eux ; maia , pour- 
plua de simplieile ^ sappeaen* 4^a!bofd que reriginc ne varie- 
paa J et q^'elle aoit commune aux deux ayatfimea de ooordon- 
n^a. 

Soient done AY ^ AX , deux axea des^ et dea x (fig- 26)^ 
que nous prendrons rectangulaircs. 

. Soient AY'^ AX.\ deux autrea axes qui font entr'eux un^ 
angle quelconque^ on demande c^e passer du premier sysl^me 
de coordonn^es au second. 

D'un point quelconque M menons les droitea MP , JHQ f. 
paralleles aux atea dea j 'et dea jr' , on aura 

APtz^^ FMs^y AzsQx' Q:^Xfl 
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II faut , de plus , que la position des noureaux axes soit.donx 

n^e pur rapport aux anciena, ^ -. 

Soient done I'angle X^u4X = « , Tangle Y^AXzsl m\ 

II Vagit de determiner j: et j^ eh fbnetion de x* 6t de^, et 

des quantit^s connues « et m\ 

j5. A propfement parler y cette determination est un ve-« 
ritable pro'bl^me de trigonom^trie ; et Ton y parviendrait ea 
calculant separ^ment y par des triangles , les lignes qui com-^ 
posent les nouTelles coordonnees. Mais , k Taide d'un artifice 
ingenieiuc d'analyse , le calcul pent se faire d'une maniere 
beaucoup plus elegante , pins facile , et qui n^exige aucune 
construction. 

Get artifice cqnsiste a pr^voird'avance la forme des rela* 
tions qui doivent exister entre les anciennes et les nouvelles 
eobrdonn^es ; car on peut prouver en general que , lorsqu'on 
passe d'un syst^ine quelconque de coordonnees k im autre , les 
anciennes coordonnees doivent tou jours etre una fonction li-> 
ncaire des nouvelles , et reciproquement* 

En effet ^ representons en general les valeun de a? et de ^ 
par s 

les signes ^ et 4" designant des quantites composees d'tine ma- 
niere quelconque A ^' et y\ ^ c'est-6-dire ^ fonctions quel- 
conques des nouvelles coordonnees^ 

Si Ton substitue ces valeurs dans ^'equation de la li^ne 
droite , qui est tou)ou:i^s de la forme 

cllodevient 

Or , nous arons vu (n^« a5) que Fequation de la ligne "droits 
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Teste toujourt da prenuer degre , quelle que soit la direction 
des axes auxqaels on la rapporte : il faudra done qae I'^quation 
prccedentc se reduise a la forme 

«l , comote cela doU avoir lieu pour toutes lea valeurs pos* 
sibles de a et de ^ ^ c'est-i-dire pour tQutea lea positions 
possibles de la Ugne droite , il fatrt absolument que lea 
functions f et 4^ Boient elles^m^mes du premier degre en x*- 
cty. 

76* On voit done que les valeurs les plus gdn^rales que 
puissent avoir x et jr sont necessairement de la forme 

x = ax' + a'y -j- c jrz= Bx' + ^Y + c'» 

aja\B,B*^c,c\ etant des constantes ind^terminees. On peut 
aisement verifier qn'en effet cette forme satisfait aui( condi- 
tions de I'article precedent. Les constantes a^a', B j B' ,c ^e^^ 
resteront les m^mes^ quel les que soient les variables Xy y^ x' 1/' 1 
il sufdra donc^ pour les determiner , de oonnaftreleurs valeurs 
pour des cas particuliers. 

Si Ton fait x^=^ o 9 y z=:iO^ oe qui .est )e caract^rC de la 
nouvelle origine , on aura pour ses coordonneea 

x = c jr^=i(^; , 

et f puisque I'on suppose .qu'^elle est la m£me pour les deux 
syst^mes , il fkut que c et c' soient nols : alofa les Equations 
precedentes deviennent - 

3*1 Ton fait jr' =^ o , a?( etant quelconqne, ce qui est le^racr 
tci-e de Faxe des x' j on aura pour les points qui 7 sont 
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Maw y 81 dTvii €l» oes points , tel que m ( fig. afr) ^ on miiw 
)>rdaiiri6e mp a Faae StfX , alora » pour ce pomt , jip Beraa^^ 
pm yjr; Am , ^' ; et le triangle vsotangle jimp desiMrft 

Crt ^i5ttatrt)ntf dcf^awt s'kceorj^t avcrc leu* {Md^d^t^ , oil 
anrs 

Faisons maintenant j:' t= o , ce qui est le caractere de Taxe 
dea jr\ on aura pour lea points qui y sont , 

Mais y ^i y i^utk qirelconque tn' de ces points , 6h abalsse I'or- 
doi»^ mfp' k YwtAX , Ap^ sera xe ; p'^^y} Am^^y et 
X 6» ftHrt ^ cDmnB^ pveeedenmient ^ 

a? =^' cos J y zziy^ sin *'; 
ce qui donne 

a^ z=i cos «f i^ ==: Mil «\ 

lutA vdf^urs des coristanfes set troiiv^M ainsi Coilhuei , on let 
substituera dons les expressions des x e€ j' , 6t il fiendra 

X •=^ x^ coMt ^ y cos 0} y = x' sin « -|- ^' sin «'• 

Te)ks sont teayelations quWi entr'ellei I^s co^rdoipite daiif 
les deux systemes que nous considerons. 

77. Si I'on VDidail passer dev coordonii^es x^ et ^'>iux 
CDordonn6es x et y ^ ii sufBr^il de jdeduire les valours de of 
et de j^ des eqnatioi^s ptdcedeMes. £n multipliant la premiere 
par sin «t\ et enr rel'ranc&ant la Seconde ntulfiplid^ par cos «' , 
on aura x^ \ operant ft'Une.mani^ anaktgue par rapport k « > 
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07' = 



On aurait pu parvenir dir«cremenl k cet r^viXa^ «tt partant 
4es expressions fear pfus gcni^rales ie a? j^" en x , / , et de- 
terminant les constantes qu'elles doivent renferHer f»ar la 
consideration des valeurs de x', ^ , pour les axes des x ct dcs^ 
( £g. 27 )« Eft efiet , V^^ine ctant la m^me p^ur les deux 
syst^ihes > on aura 

x' = /7*x -f- w«'/ ytTzfibc-i-nff- 
Si on fait J = o , ce qdi est le caractdre de Taxe des x , on 
aura , pour les points qui y 3ont situes , 

Mais J pour un de ces points ^ fel" que if^ ^ i^ ypnr n^iM mp 
parallele 4 I'axe ^JT , u4f/» sertf x; Ap ^ «* ; et pm ^ y ^ 
qui devra 6tre'pris n^gativeilhent , puisqtie le. point m est 
«itu6 du cote des y^ negatifs. Or ; Tangle X'AX etant « , et 
Tangle' t^AX , «', TangVe ^/?/n est «' — * ; e£ 1« triangle 
Anip d'onne 

, ob sin if . Jriin « 






sin («'—*) -^ sin (*' — «)* 

Jou Toa lire 



sin «' sin 



^^ = ' . , ■ . — f- *^'. .» 



sin(«'-^^) ' 8in(*' — m) 

Faisant x = o , ce qui est le caractere de I'axe des j , on aura , 
pour les points qui y sont situes , 

Mais , pour un de ces points , tel que to', si Ton m^ne la 
ligne my partitele* f^tecr^J^Si jitn^ «tT»/i Ap^ 1 fi et 
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w'/?', 4;' , qui devra eire pris negafivemrat ; paroe que le 

point m' eit «itae dtt cote des x' negatifs : le triangle Am!p^ 

donnertt 

»»(-'-••) '^ 8in(«' — •) 
d'ou Ton tire 



co$«' 



oos# 



8in(«' — «) 



»' 



sin ( «' — « ) 



Lea quatre conatanliss m, m' yU, n*, aont done auasi determi- 
nces » et donneront les mSmes valeara qua nous avons trouv^es 
preoddemment. Les formules 

xtrzx' cos « -f" y <^' *'• y ^:sa/.sm « 4- j^' sin «' , 

et eellea-ci , qui a'en deduisent > 

, xsin*' — ycQ&m* , T^oa ■» — «sin« 

• * iin(y::^)~ ^"^ 8in(»*'-=vr^' 



sufjfisent pour passer d'un sysl^e de ooordo^inees rectangu- 
laires xeijrkrm syst^me de coordonnees obliques j/ et^^' , et 
icciproquement -2 Forigine restant la mSme pour les deux 
syst^mes; 

78* Si les nouveaux axes des x^ et des y devaient 6tre aussi 
rectangulairea comne les pr^cedens , on aurait 



io<^ 



d'ou 



dn («^«-^«) = i sin «^ = cos « cos «^ ;=: — siTLm, 

£n substituant oesTaleuts^ les reUlions des coordonnees de«> 
viendraient 

ws=iCs[costt'^yamM jr ;= x' sinu+y ^-oa*"* 
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Qe sont les formules neccBsaires pour passer d'un syst^m^ de 
ooordoiinees rectangulaires k un autre aussi rectangulaite , 
Torigiie restant la meme i comme il strait facile de le ve- 
rifier a posteriori , en appliquant k ce cas les considerations 
geonietriques dont nous avons fait precedemment usage* 

79. Si Ton ajoute ces dquationd lipr^S avoir ^lev^ chacun de 
leurs membres au carre 9 on trouvera 

£t y en effet , les nouvQanx axes etant rectangulaires oomnie 

les anciens » k jf" 4-^* exprime la distance cPun point 

quelconque k Forigine des cQordonndes; et , |/ a;* -f" 7* 
<;xprimant aussi la indme distance k la ni£me engine, ces 
deux valeurs doivent ^tre egales. 

80 . On pent , au mojen de ce qui pr^c^de , passer d'ua 
systSme de coordonn^es obliques a un autre syst^me de coor- 
donn^es obliques (fig. a8). En effet , soient AX.\ AY\ les 
axes des jc' et des y' \ AX^* , -^F" , les nouveaux axes , dont 
les coordonnees seront x^* , y". Concevons , par la ni6me ori- 
gine , un troisieme systdme d'axes AX ^ AY ^ rectangulaires 
entrWxt et dont les coordonnees seront jret y, Noinmons 
* > *'» $ i3'> les angles des «' , des^', des x" et des^", avec 
Paxe AX 9 nous aurons pour un mdnie point « dont les 
coordonnees seront x et y par rapporl au systeme rectan* 
gf^laire » .^ 

xz=: x' cos « + ^' cos «' j^sz: j?' sin * + j'' sin «' 
X =i: .t'/ cos /3 +7" cos ^' yz^ x'U^i /3 + ^" sin /3'. 

£n eliminant x et j entre ces equations , on aura eelles qui 
determinent les relations des coordonnees a/ et/' avec les x1 
et y" , et qui sont 



y 



] 
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s^ co»tt+y cos •j' = x'^ COS 4 4" y^' CO* 

x^ sin «6 4" /' wn «' =±: or" sin /3 +/'.' sin j8^ 

Si I'o^ ];9J|iUiplie la preflai^re par Bin «« et qjji'on Ja reiranche 
de la seoonfle multipji^ fxiir n^ ^, ^n «ttra/' ; «!: « en opi-» 
rant d'une mani^re analogue. pour «f' ^ pn aura j:' : on tvou^ 
vera' ainsi 

x" sin ( «' — /5) +y sin ( *' — ^' ) 

j;, sss " m i nMw Ml _ I I I ■ ■! I - i _ 

Sin ('« — <c ) 

sin^jp' ^^ # ) 
Or 9 on a 

II n'enlrfe done dans les expression? precedentes que les 
angles formes par les axe; des Y* et des JtVentr'eux, et 
avec les nouveaux axes jiX" , AY'* ; et tout ce qui etait re- 
latif au systSme rectangulaire que nous avons introduit a dis-» 
paru. Si done on nomme i I'angle Y'AX' forme par les axea 
des y et des x' et t ', y', « , y , les angles rAT', X'^F", 
Y*AX!\ 1CAX.'\ que forment les nouveaux ^xes des ^" et 
des x" avec chacun d^eux , les Equations precedentes devien-^- 
jdront 

, x^* Rirt € + y" $in e' .^ jf" sis y -|~ v" siny' 

sin d sin 

Ges forn^ules seryiront a passer d'un syst^nie dq coordonnees 
obliques ^ un autre syst^me de coordonQ^s obliques , roriginfe 
j6tant la mSme ppur tous deux. Si on supposait les axes des x} 
et dfssy perpendipulaires eniU'AUjc ^ Qn^wrait 

^ = 100° i+y=:100** /+y'=XO</; 



sin 1 = 1 tin I = cos y ila i' c=coa </ ; 

et Von relo«it>erdit sur let equations que nous ayons deji trou«- 
^6eB f pour ppsser d'nn iljr^^me de gopidpnroitt ppyiHHnf»l»ires 
i un 3y»t(9ip de ppordono^^ dbliq^i^Sr 

81 . Nous avoitf vm fr>Mi» mmtoi que , p^fr pu$fit 4'«a 
syst^me de <:#pnlpnn^ ^ et/ j^ ihi tiitre sysltoe d# e^ordoni- 
ii]6es a/»y> piarall6les atis pmpi^res^ il £nu4mi» 

a et 6 ^tant les coordonnto de la nouvelle origine par rapport 
^u premier sjvttoi^. Si Tpu £ut ensuite V4g:ier k din»etjo;i d^ 
lixes autour de ceito nouvelle pn^gine , 09 iuir« diang^ 4-l«-fiEN» 
et la position i» Tor^gioe d«s coordoup^e^ et la dicedioci ^ 
axes. II suffitdonp d'njputer, dan^ les ffltraiuLss pricidj^nictf^ 
mux yaleurs des ooordonndes celles de la nouvelle origiiie , ppur 
avoir les formules ^en^rales de la tranaformation des coordon- 
n6es, Comme elles sonjt d'un frequent osa^e , je les ai r^nies 
dans le tableau suivant • 

1^ Pour passer Sw Bj^Ua^Jj^ <soordpn»^ iFertangHtor<» 
07 , y 9 hvax sjfBt^me de fioonloiin^^Miqfi^s #', j^^ ^ 

jr= a 4" x'cos « + r '' CPS 0' /' = & -J- ^ sin m +jr' ain ^f^ 

m^. Pour passer d'un eyst^mc de ^oordonn^es obliques x', ^^ 
f^ un syst^niie de coerdpRti^ reet^ngul^iKS x, y, 

(^ — . a ) sin ?i' — ( r -r- J >cos #' 
sin ( *'. — « ) 

. (r — &)•«»«• — (jl? — a)^« 

fil>^#'^i»^ ^ 



^ 
V 
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3**. Pour parser d'un sysl^ine de coordonnees rectangulairct 
X, yfk un syst^me de coordonnees aussi reptanguluires x', y\ 

« == a -J- x' cosii — /' ain* jz=.b'\-x^ ain m -J-jr' cos «. 

Dana oea Equations rt,«'|Sont les angles de$ axes des^'etdesj' 
avec t'axe dea Xy a et 6 aont les coordonnees de la nouvelie 
orjgine par rapport auayatSme rectangulaire* 

4^. Pour passer d'un syst^me de coordonnees oMiques ^, y , 
k un autre syst^tne de coordonnees obliques a^yj^ y 

a?' sin I + r' sin i' » • ^' sin y + )•' sin y' 

g=g+ . 1 J=^H ; — , * 

sin.^ . . sin 

y^y'y sont leB angles que les a!ces des J et des j' font avc<i Paled 
des x\ %y /y les angles qu'ils font avec Paxe des^; a et a' led 
coordonnees de la nouvelie origine par rapport ausc axes obii« 
ques des x et des^, qui forment enlr'eux un angle %, 

83. En g^neralisantles considerations que nous venons dW* 
poser I on trouvera facilement les formules necessaires pour 
^ectuer la transformation des coordonnees en trois dimen-* 
sions ou dans I'espace ; car il suiSit encore , dans ce cas ^ de 
trouver les expressions des anciennes coordonnees en fonction 
des nouvelles , ou reciproquement ; et Pon pent y parvenir 
par les mdmes methodes. Ces relations n'ont aucune difli^ 
culte lorsqu'on se pi*opo8e seulement'dc transporter Pori- 
gine, en laissant les axes paralieies a eax-memes. Alors ^ 
en nommant a^ ^f c^ les coordonnees de la nouvelie origine 
par rapport a Pancienne , et designant par x^ ,yfys\ les nouvelles 
coordonnees qui etaient precedemment representees par x^y^Xy 
on aura 

formules dans lesqutlles ilfaut regarder les variiLtions de sigoe 
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de chaqae esp^ce de ooordpnnees comine repondant aux chan- 
gemens de position autour de I'origine qui lui est relative. Ces 
considerations sont conformes k celles de Fart. 72, et I'on en 
deduira ie meme les positions respectives des deux origines. 

83. On a vu , dans Tart. 55 , que i'equalion du plan est to a* 
jours du premier degr6 en x, y , <s , quel que soit Vangle des 
coord onnees. De 1^ , il est facile de conclure , par un raison- 
nement analogue a celui du n^. 75, que , lorsqu'on passe d'un 
^steme de coordonnees k un autre , les anciennes coordonn^es 
sont toujours exprim^es , en fonction des nouvclles , d'une 
maniere lineaire , quels que soient les angles des axes. Ainsi en 
designant les unes par x,y y z^ et les autres par x\y\ %\ oa<^ 
aura generalement 

^== c -f- V^^ + i^y + p'^z't 

l^s coeffidens des variables a^ , ^',2', 6tant des constantes in* 
connues , et qu'il s'agit de determiner. 

Si Ton fait «' = o , j^' = o , «' =2: o , ce qui est le caractere 
de la nouvelle origme, il vient 



a? = a * y z=.h 



z 



c. 



a^hfCy sont done les coordonnees de cetle origine par rapport 
a I'ancienne : nous les supposerons nuUes , pour plus de simpii- 
oitc \ ce qui revient k changer la direction des axes sans deplacer 
I'origine; il suffira ensuite de les ajouter aux resultats^.pour 
transporter le nouveau systeme d'axes parallelement a lui- 
m%me. Par cette supposition ^ les foi'mules precedentes de- 
viennent . . : 

jr,=: nx' -4- n^y*' -|- n!*zL 
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Les oonfttantes qu'elles renferment se ddterminent facile* 
ment par des suppositions particuli^res. Considerons , par 
exemple , les points s^ues sur Taxe des xf^ les equations de cet 
axe seront 

jr' =r o s' =: o, 

Ou aura donc^ pour les points qui y spnt situ^s , 

a: qs: mas' y = nx' z^=^p9f* 

Soient ^X' cet axe » ilf un quelconque de ses points (fig. 2g); 
et sapposons , pom* plus de simplicity , que les anciens axes 
AIL y AY9 AZ ^ soient rectangulaires , alors AM sera jc*, 
MM'' Beta g, et le tria&gle AMM' donnera 

s =; a:' cos A MM'. ^ 

Um^e AMM' est celui que forme le nouvel axe des x avec 
I'anclen axe des x ; nous le designerous par Z, Si nous nommont 
pareillement X.,Y, les angles formes par ce mdme axe AX* 
av^c les axes AX,AYj nous aurpns , pour les points qui y sent 
aitu^, 

ar==x'cosJSr y:=zx'coaY t=zx^oogZ» 

Ce r£sultat determine n fin ip, et donne 

m = cos X n := cos Y p c^ cos Z. 

Si noiis oonsiderons de m^e le& point situ^ sur Vazedesj^^ 
dont les equations sont 

x'=zo s' 5S o , 

on aura , relalivement a ces points , 

X = mSy^ y = »'/ «=/>!y'* 

Ainsi ^ en d^sigaant par X'> JT'j ^'y lea »9gles que forme cet 
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axe avcc ceux des x , y , ^ -, on aura 

nh\s=z cos X* Ti'sscosF' />' = cosZ^ 

£nfii) la considdration des points situes sur Faxe des z' d^tor- 
minera Ics constantes m*[, n^'sp"j et en noramant X", Y'',Z"^ 
les angles que forme cet axe avec ceux des x, y, Zy on aara 

mff = cos JC" ;i" = cos Y'f p'f = cos Z" j 

d'oik Ton tire pour x^y ^ b ^ 

a; == a:' cos X + y^ cos X' + *' cos X" 

y =: x' cos K + 7' cos Y^ -f" '*' cos Y" (1) 

jjf = x' cos Z 4" J^' cos Z'. -|- js' cos Z". 

n faudra joindre k. ces valeurs les Equations de ooBdition qui 
ont lieu entre les trois angles que fait una ligne droite avec les 
trois axes , et qui sont ( n^. 46 ) 

cos" X + cos' Y + cos' Z = 1 
. cos* X' + cos' F' + cos' Z' =r 1 (2) 

cos' X"+ cos' r"+ cos' Z''= I . 

^ • 

Ces formule^ suffisent pour transforoier les coordonQces > lors- 
que les angles^ des nouveauS axes entr'eux doivent £tre quel« 
conques ; mais si ces angles sont donnes ^ il en rdsultera de 
^ouvelles conditions entre les angles X , F, Z •, X'.... et il 
faudra les joindre aux equations precddentes. 

En effet , si I'on nomme V Tangle que forment les x^ avec 
les/', U Tangle des y' avec les xl y et/i^ Tangle des ;5( avec 
les x\ on aura 9 par le n^. 49 9 

cos J^ . = cosX cosX' +C08 K cos F' -}" cos Z cos Z' i 

cos U =cosX'go8X^' + C0S F'cos T + oosZ' cos Z'' (3) 

cos W = cosXcos X"4-cos Fcos F^' + C9sZ cos Z'^; 

^ * . ' 

et ces ^quJations , etsjpt jokiles aux fogfmulBs(i)^t (^), suffiroat _ 
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dans tous les cas pour ctablir les conditions relatives aux nou- 
veaux axes , en supposant les anciens rectangulaires. . 

84. Si , par exemple^ on veut que ceux-ci soient rectangu* 
1 aires ^ on aura 

cos /^=o c05Z7=:o cosi^=o; 

•t les seconds membres des Equations (3) seront nuls : alors , 
en ajoutant les carr^s de x ^y^ m, on trouve 

Et cette condition doit ^tre en effet remplie , lorsque les deux 
ayst^mes de coordonn^es eont rectangulaires et ont la m^me 
origine , parce qu'alors la somme des car res des trois coor* 
donnees repr6sente dans I'un et dans I'autre la distance du point 
^ cette origine commune. 

85. On peut aussi changer la direction de deux axes seule- 
menty en conservant le troisidfiie. Supposons, par exemple , 
que celui'ci soit I'axe des z , et que les deux autres coordon- 
nees , faisant entr'elles un angle F", doivent toujours lui itro 
perpendiculaires ; on aura ^ d'apres ces conditions , 

cosU^^o cos^=:o 

cos X", = o cos T*! = o cos Z" =^1 j 

▼aleurs qui^ substitnees dans les equations (3)^ donnent 

cos Z^ zzzo COS Z :=:oi 

« 

c'est-k-dire que les axes des a;' et des^' sont dans le plan des 
xy i de la et des Equations (a) il r^sulte 

cos K = sin J!C cos JT'^ = sin Xf ; » 

el les valeurs de x ^ y y deviennent 
a: 3= x' cos Jl^H-y cos X\ j* = x' sin X+y sin Xf^ 
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4^111 sont pr^cis^ment celles que Ton a irouv^es dans I'ort. f5 , 
pour passer d'un systdme d'azes rectangulairies ^' et ^ ^ un 
syst^me quelcohque situe dans le m^me plan. 

86. Les questions que nous venons de traiter dans ces pr^- 

liminaires sont en quelque sorte les el^mens de to us les pro* 

blames qui concement I'^application de Palgebre^ la g^om^trie. 

L<es form u les que Ton en deduit sont autant de methodes 

^en^rales dont I'usnge revient sans cesse y et que Ton nc sup«> 

pl^erait qa'imparfaitement par des constructions partlculi^res 

qu'il faudrait recommencer pour tons les cas.Mais poursentif 

le prix de ces methodes, il est n^cessaire.de se fa mi I ia riser 

avec elles par 1' usage : e'est pourquoi nous les appllquerons 

iL la recherche des propViet^s des courbea et des surfaces du 

second erdre ; et cet exemple , qui fait I'objet du reste de cet 

.ouvrage , suffira pour montrer g^n^ralement comment on doit 

employer ces precedes. 

On peut aussi determiner la position des points de I'espace 
en donnant leurs distances k un point fixe , et les angles que la 
ligne sur laquelle cette distance doit ^tre compt^e ^ forme avec 
trois axes rectangulaires. 

Soient X y F et ^ ces angles , R la distance 4'un poiot h 
I'origine des coordonnees rectangles , on aura entre ces quaa- 
tites et les ooordonneeb Xy y €is^di\x mdme point y 

x=^Rco%X y z=zR cos Y X z=zR col Z» 

Les trois cosinns qui entrent dans les Equations prec6dentes 
sent lies par I'^quation 

cos* X + cos* F+ cos' Z = I. 

Dans ces formuleS; la droite R se npmme le rayon vecteur , ct 
Torigine est le p61e d'ou partent les rayons recteurs des divers 
points de I'espace. 
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Soiivept anilien Ae determiner la position du rayon recteur 
paries angles. J^T^T*^ , on introduit I'angle que forme sa pro- 
jection sur le plan xjr avec I'axe des Xy et celui qu'il fidt avec 
sa projection. 

Soit ^ et ^ ces angles , r la longueur de la projecti(Hidu rayon 
vecteur^ on aura 



a: = r cos ^ 

d'ailleurs 
done 



rzrz R cos $ 



Z^Rsini 



jC=^Roos^co5$ y = /{sinfcos# , jSss/Zsinl. 

— »- -^^ repr^sentent les tangentes trigonomctriqaes de» 

angles que forment a^rec I'axe des 2 ks projections du rayon 
vecleur sur les plans des xn et des yi, 
Jjts ^iiali<vns precedenfes donnettt 

X cos cos ^ y cost sin ^ 

*"" sin tf 



sin 



z 



'%n represent&tit les Equations' dil rayon tecteur par 



on aura 



cos ^ cos A cos 4 sin ^ 

1 . ^1 r ij. znz III 

sin sin ^ 



i^HMi 



DES SECTIONS DU CONE. 



m/m^mtv%m^^^% .^ ^^^^t*^^^^^ 



87. LeS courbei du second ordre sent aussi appel^g section* 
coniques , parce qu'on peut lea obtenir en coupant un cdne a 
base circulaire par des |>lana diversement inclines. CJomme 
csette propriete leg rapporte plus particuli^rement k leur ori- 
gine , nous la d^montrerons d'abord. 

Pour cela 9 nous consid^rerons un c6ne droit ^ dans lequel 
les oo<Mrdonne;e8 du centre 9 la position de I'axe et Tangle aa 
centre , soient ind^termini^s par rapport aux trois plans rec- 
tangulaires des coordonn^es , et nous fef tfns yOilt qu'^n le pr6- 
sentant a un plan coupant dans des positions difFerentes , on 
obtient pour rintejf>aiBCtion toutes les courbes du second degr^ 
possibles : nou^ ^tendrons poiir plan coupant le plan hi6me 

' Soient a;^y , z^, les coordonnees du centre du e6ne : son axe 
ctant une ligne droite qui passe par ce point , aura pour 
Equation. 

X — j/c= a ( jy — i' ) 

(*) Od aTii dans les Elemens deGdometrie qu*uB edne droit est en- 
gendr^ par le moaTement d^une L'^ne droile assujettie 2i passer toujonn 
par un m^me point qui est le cenCi^ du cdne ; ^ & frire toujours le 
vSiffaie angle avec une droite fixe passant par ce point , et que Too 
nooime aife. Le double de cet angle est ceque j^appeUe Tapgle au centre 
du c6ne , parce que o''est cdili. queformefnt les deux ge'neratrices oppa^ 
9iM^ suivani lesquelles nsiplan mene pac Taze cenperait la «iirjGi€e 
coniqae. 



\ 
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A et 3 etant des quantity constantes qui dependent de la posi- 
tion de I'axe. La droite g^n^ratrice doit aussi passer par I9 
centre dans toutes ses positions : par consequent son equation 
sera de la forme ^ 

X — ;r' = a' ( if — js' ) 

'. I 

t 

tf',et V. etant constantes pour la m6me generatrice et variables 
d'une g6neratrice a une autre. ^ - 

La generatrice devant faire toujours le mdme angle avec 
I'axe, si Ton designe le cosinus de cet angle par Af » on aura 
(n°.45) 

. x-haa' + W 



^/iJ^a^j^t"^ |/i ^a'^ + 6''' 



= M. 



Cetle Equation subsiste pour chaque position de la droite 
generatrice : si I'on en chasse a' et b','en met'tant , au lieu dcj 

ces quantites, leurs valeurs j, ^^- ^, tirees des Equa- 
tions pr^cedentes, la resultat en j;^ j, s , ne sera plus particu- 
lier a aucune des positions de la droite generatrice , mais il 
appartiendra a tons les points qui peuvent se trouver sur cette 
droite lorsqu'elle fait avec I'axe I'angle dpnne. Ce sera done 
I'equation de la surface conique engendrce par son mouvement. 
Cette substitution donne 



i+a ; +U iy 



«/'+^-+'-»/>+{^T+{s:}' 



M; 



oUf enchassantlesd^nominateurs, et^Ievant les deux membres 
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^ « 

equation qui convient a tous lea points de la surface conique* 

88. Pour ceux de cos points qui sent situ^s dans le plan . 
dea acy^ on a de plus j; = o ; ce qui donne 

C'est I'equation de I'intersection da c6ne par le plan des xy \ 
elle comprend toutes las sections ooniques ^ puisque I'angle au 
centre du cone et sa position dans Fespace sent absolument 
indetcrmines ; et 9 comme elle est en general du second degre 
par rapport aux variables x etjr , on voit que les sections co* 
V niques sent dee courbes du second degre* 

89 . Reciproquement , toute equation du second degre ap- 
partient k une section conique ; car 9 en repr^sentant cette 
Equation par la formule \ 

-af/' +-Bj:/+ Cx*+i>K + -Eic + 2^ = (2% 

qui est la plus generale de ce degr6 , elle ne contiendra d'in* 

J^ C* D JF* F 

determinees que les cinq quantites ~3~» "T"^"^*"^* jj 

qui expriment les rapports d'un de ses coefficiens k tous les 
autres. On con9oit done qu'il doit etre possible de disposer des 
six arbitraires x\y\ J, a^ b^ My que renferme I'equation des 
sections du c6ne« de mani^re k la rendre identique avec I'equa- 
tion (2) ; et en effet on obtient ainsi ^ pour ces arbitraires ^ des 
valeurs toujours rcelles^ excepte dans un seal cas, qui est 
celui ou I'equation (2) est impossible. Nous reviendrons plua 
tard sur cetle proposition , lorsque nous aurons examin6 avec 
detail les diverses formes que I'equation de I'intersection et les 
Gourbes qu'elle reprtsente peuvent prendre suivant les diverses 
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sitnaf ions dans lesqoelles on place le o&ne par rapport an plm 
coapant» 

90. Poor le moment ^ bomons-nons k reooonaitre la forme 
g^^rale de oes conrbes , et les caracteres principaux qoi 
penvent senrir k les distingaer les nnes des anlres. Poor I» 
decouvrir avec pins de facility 9 nous choisirons les plans ooor^ 
donnesy de maniereqnelaconrbe d'inlersection da plan et dela 
surface conique soit sjmetriqoe par rapport a Ton des axes 
anx^nek ellesera rapportde. Ce choix^dont noos sommes al»o- 
lament les maitres , ne diminaera liullement la qnantite des 
r^sultats* 

Noas compferons les x et les ^ dans le plan ooopant ; dit 
centre da c6ne noos abaisserons one perpendicoLdre sor ce 
plan^ cette ligne sera I'axe deaz. Le plan que d^terminentFaxe 
da e6ne et cette perpendiculaire sera celai des xm; avec oea 
conditions , le plan desyjg est d^ermin6» 

II resulte des sappositions pr^cedentes 

x'zizo y^z^o b'^io 

, puisque I'axe est dans Ic plan des xs. 

Avec ces simplifications , I'equation generale de I'intersec- 
tion s^ra 

( a:e — «' )' — ijr ( I + a') ( x' +/• + V* ) = o. 

liC c6ne est alors dianrf la srtuaticm repi%s^ii[tKe'(fig. 36j ; Taxe- 
DCJy est dans le plan meme des x el des i , et d ^xprime la 
fangeiitc de Farigle DVO qu'il fait avec I'aXe Zy O^X est le 
* cdt^ dfes ar posilifs. 

Cette equation etant developpec et reduite , donne 
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^t enfin « jn divisant par M^ ( 1 -f* ^* ) » on a 

f . T a» -I , ^az' € f ^ 1 

91. Nommons « Tangle que Taxe da c6ne fait avec I'axe 
des jaf , ct j8 I'angle que la gen^ratrice fait avec l*axe du c6ne : 

le premier, ayant pour tangente a^ aura pour cosinus 



a a* 



et pour sinus — . Par consequent, — -r-; z — 

est le carre du rapport du sinus de « au cosinus de /3 , et 

rrrTT — ; — TT «»* ^^ carre du rapport du cosinus de « a« cosinus 
;if (i -f-tf") 

de jS : designant le premier rapport par ^ 9 le second par ^^ 



on aura 



sin m a cos 



cos /8 cos ^ 



1 

et I'equation de Tintersection deviendra 

y« + (1 _ ^*) a:' + a 4/' az'x = 2?" (%J/' — 1) (2), 

Lec6ne etant ainsi place ^ on peut tres-aisement reconnaitre 
les diveraes formes que peut prendre son intersection , et troi:i- 
ver des caract^res fixes qui les distinguent parfaitement les 
unes des autres. 

92. D'abord , si Ton a « 4" )S "^i^ ^oo' , le plan des ay coupe 
toutes les droites geneiratiices sur uncm^me nappe de la surfece 
conique; I'intersection est une courbe fermee et rchtrante sur 
elle-miSme (fig, 3o). 

Si « -f- /3 =1 100°, le plan* des xy ne rencontre encore qu'une 
de& nappes de la surface epnique ; maisune des generatrices lui 
devient parall^le. La courbe d'inJterseclion n'est plus fermee t\ 



loS DES SECTIONS 

rentrante snr elle-m^me ; elle I'alonge indefiniment , et ■'eteni 
•or ttne des nappes de la surface conique (dg. 3l). 

'En&n, si Ton am-i- fi^ ioo% le plan des xy rcncMitrc let 
denx nappes de la surface conique; rintersection s^etend ind6- 
finiment sur les deux nappes de oelte surface (fig. 3a). 

Mais il faut encore ajooter comme condition essentielle k 
tons ces caract^res, que m — /Sou Tangle OC^ soit compris 
entre o ct loo*, afin que I'ar^te C// puisse rencontrer le plan 
horizontal MN. 

93. On peut done ranger toates les sections coniques en trois 
grandes classes 9 correspondantes aox trois former generates 
que nous venons de reconnaitre. Les courbes comprises dans 
la premiere classe se nomment d^s ellipses ; «elles de la se* 
oonde^ des parabolea ; celles de la troisieme y des hyperboles, 

Iqtroduisons maintenant dans i'equation generate les carac* 
t^res propres k oes trois genres de courbes , et voyons les 
modifications qu'elle eprouve par ces substitutions. 

94. Four cela, faisons en general 

« -(- /3 = 100** — n 

,n 6tant une quantity quelconque ^ qu'il suffira de faire positive^ 
nulle ou negative , pour avoir les trois suppositions prece^ 
dentes ^ on aura ainsi 

sin « = sin (loo* — n — i^) = cos ( » -{" /^ ) 
' cos « = cos ( 100* — n — i8)=:sin(n + i8)j 

ce qui donne « 

cos(» + /3) . sin(n + /8) 

cos /3 . . cos /3 

Selon que I'on fera la quantite n positive j nulle ou negative ^ 
« — fi etant toujours compris entre o et 100^^ on aura 
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'<p ^ i,^:=l,^>i;etle coefiBcient de a:*, dans I'equa- 
tion (a) deviendra positif ^ nul ou ncgatif. R^ciproquement ^ 
selon qu'on donnera k ce coefficient I'une de ces trois valeurs , 
on aura ^^I^^ = l9f^i9 et par suite la quantite n , 
positive f nulle ou ndgative.^ On pent done a ce caract^re 
substituer celui qui se tirerait du signe du coefficient de x* i 
•t de la r^ulte cette consequence : 

U Equation (2) qui reprisenie touies les sections coniques , 
donnera V ellipse f la parabole ou Vhyperhole , selon que le 
coefficient de x* sera posilif, nul ou nigatif. La nature de ' 
la courbe ne depend que du signe de ce coejjficient, 

95. Si I'on suppose «e = o , Paxe du c6ne se confondra avet 
Paxe des s y et Pintersection sera une drconfdrence de cerde. 
IDans ce cas ^ on a 

sin « , cos « 1 

^2= = 0, a == tang. « =: . yc= =: ; 

cos/3 00s /S cos /a 

«t I'^quation de I'intersection devient 



'■+'•=•" Sisnr-' I' 



UU 



y*+x^= a" taijg' fi. 

z' etant la distance du sommet du c6ne au plan des xy 
( fig. 33 ) , ;»' tang /8 ou CO tang OCE repr^sente la ligne OB 
ou le rayon du cercle. En.faisant, pour plus de simplicity ^ 
ce rayon ^gal a jR ^ on aura 

C'est Tequation la plus simple de la circonftfence du cercle.; 
II est visible que ce cas est coropris dans la supposition genl6- 
rale qui dpnae ^'^i ou le coefficient de x^ positif. Le cerde 
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est done aiosi line esp^ce particuli^re d'ellipse. II se rcduiraif 
k an point , en supposant ss' nul ; car alors le plan coupant 
passerait par le centre dn cone , qui deviendrait Torigine deft 
ooordonnees. £a effet ^ cette supposition donne 

x'+jr*=o; 

et le premier membre de cetie equation y etant la somme d» 
deux carr^a , ne pent devenir nul par des valeurs recUes de x 
et de yy a moina qu^on n'ait separ^ment 

a: = o y = o, 

qui 8ont lea equations de Fori^e des coordonnees. 

96. Generalement y^^si Ton fait je' = o dans I'equation (2% 
c'est-^-dire si I'on met le centre du c6ne dans leplan des xy, 
on trouve 

^•+'(1 — <p')aj*=zo. 

Si Ton a ^ ^ 1 > cette Equation aura ses deux termefi de mii^o 
Isigne ; elle ne pourra 6tre satisfaite qu'en faisant 

y rz o a; = o. 

Elle appartiendra done a un point qui sera Porigine des coor« 
donnees. Ce cas comprend celui que nous venons d^examinen 

Mais si dans la m6me drconstanoe on a ^ = x, alors I'equa- 
tion pr^c^dente se r^duit k son premier terme : elle ^st par 
Gons^quent satisfaite , eii faisatft 



c'est-k-dire qu'elle represente une lighe droite qui est I'axe 
^£me des x. Le c6ne est alors place de manidre k donner 
une parabole , puisque ^ r= 1 ; mais son centre etant amene 
dana le plait des'oy , x:ette parabole ae reduit ^ une ligne droite. 
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Enfin 81, J ^tant iou jours nulle, on avait ^ >i| I'^quation 
prdc^dente ne aerait plus compost de deux termes de iii^in« 
•igue ; et en la r^aolvant par rapport ky^ on trouvertit 

ymi^ixX/ ^'^ — I. 

Alors '^* — 1 etant une quantity positive^ ce r^altat donnerait 
deux ligne^ droite^ , > 



qui passeraient toutes deux par Toriglne des ooordonn^es. 
Oana oe caa, le c6ae eat place de maniire \ donner des 
hyperboles ; mais son centre se trouvant dans le plan dea xy^ 
ces hyperboles se r^duisent k deux lignes droites. 

97. Les suppositions pr^c^dentes ne sont pas les seules qui 
puissent reduire ainsi I'equation g6n^rale de I'art. 90. Si I'on 
supposait y par exemple, /3 := o, ce qui donne cos /3 ^ M'^ i ^ 
I'angle form6 par la droite g^neratrice avec I'axe du c6ne serait 
nul :.U surface conique se r^duirait done, dans ce cas , ^ uno 
droitcf qui serait cet axe lui*m6me ; et suivant qu'il rencontre* 
rait le plan des xy bn un point, ou qu'il y serait compris tout 
entier , ou en£n qu'il lui serait parallele, I'equation de I'inter • 
section repr^senterait un point ou une ligne droite, ou devien- 
drait impossible. 

Au contraire, si Ton supposait /8 =100*, ce qui donne 
cos /S = iff = o , la droite g6n6ratrice serait constaminent 
perpendiculaire \' Taxe : elle engendrerait par consequent lia 
plan; et, suivant que ce plan couperait celui des xy j ou 
lui serait parall^Ie , Fequation de I'intersection apparti^ndrait 
^ une ligne droite , ou devieodrait impossible. 

lia discussion de ces difXcrens oas ne oomporte aucune diffi- 
culty ; apr^ les exemples que npus syoss donnes dans ce quj 
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precede 9 il suffira d'introdmre dans I'equation gen^rale de 
rinterseotion les suppositions convenables y de la d^velopper , 
et de voir k quoi elle se r^duit* Les ^l^ves feront bien de 
s'exercer k cette discussion , qui contribuera k leur faire sentir 
la Gorrespondance intime de I'analyse et de la geometrie. Cest 
pourquoi je mebornerai k leur indiquer ce sujet de travail. 

98. Nous allons maintenant discuter en particulier chacune 
des courbes du second ordre que nous avons trouvees dans le 
G6ne. Nous d^duirons des equations de ces courbes y leur 
position y leur forme et leurs caract^res. Nous les compare- 
rons ensuite les unes aux autres , pour d6couvrir leurs pro* 
priet^s communes. 

Mais puisque la nature de ces courbes ne depend que du 
signe que prend le coeffident de x^, nous pouvons encore sim- 
plifier I'^quation de I'article 90 ^ en lui laissant , sous ce point 
de vue ^ toute ^a generalite. £n efFet y si nous pla9on3 le cone 
de mani^re qu'une de ses generatrices soit dirig^e suivant I'axe 
des z^ il suifira alors d'ouvrir plus ou nioins Tangle au centre , 
pour obtenir une ellipse^ une parabole ou une hyperbole. Cette 
nouvelle position dn c6ne s'obtiendra 6videmment y en faisant 
« =z /3 ; car alors I'angle « — /3 , que forme la generatrioe avec 
I'axe des z y sera nul. Cette supposition donne 

sin « , cos « 

^zzL. == a yzz: = i; 

cos «t cos « 

et Fequation generale de Tintersection prend cette forme tr^- 
•imple 

y'' + ( I — a" ) x' + 2 aa' a; = o (3). 

Alors le c6ne est plac6 comme I'indique la £gtfre 34^ la quan- 
tite a etant la tangente de Tangle DC A . 

Si A est plus petit que 1 ( fig. 84 ), Tangle DC J est moindre 
que 5o® j Tangle BCA , forme par les deux generatrices oppo- 
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» 

ntcB f est plaa petit qu'un droit , le plan des x/ rencoiitre alors 
toutes les generatrices de la surface sur une des nappes qui la 
Gomposent : rintersectionest done une ellipse. 

Si az=zi(^&g.35)f Von^le-BCJl est droit ; la gAfiiratrice 
JBC devient parall^le au plan coupant , et la section est una 
parabole* ' 

Si a est plus ^and que I ( £g* 36 ) ^ I'angle BCy4 est plus 
grand qu'un droit ^ le plan des xy rencontre les deux nappes de 
la surface conique, et I'interseclion est une hyperbole. * y 

Cette Equation peul done , tout aussi bien que l'equation(2)y 
nous donn^r les Equations des difFerentes courbes que nous 
avons k discuter ; et com me elle est beaucoup plus simple , 
nous I'emploierons de preference. 



^»%^^^^»%^^<o^^^»^<^ 
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99* En coupant un c6ne droit par un plan petpeqdiculairil 
k son axe^ nous avons eu pour r^quation de rint^itseclioa 

Les coordonnees x et y etant perpendiculaires entr'ellea 

( fig. 37 ) , f/jp* 4" /" exprime la distance 'd'ttn point de la 
courbe a I'origine des coordonnees. L'^quation precedente 
monlre que cette distance est constanta; ^le indique donc^ 
par ce caract^re , qu'en effet la courbe' pvopoi ee est une cir- 
conference de ccrcle dont le centre se trouve place k Porigino 
des coordonnees : cette seule propriete suffirait pour decrira 
cette circonfcrence ) mais on peut determiner de meme , d'ap^^ 

8 



/ , 
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Tequatioi^^ toutes ^es. autres propriety et tout^les ciroons-« 
tances de son oours. 

. Par example ^ si Ton veut connaitre lea points ou elle coupe 
Taze des x , il suffit de faire jr a: o; oe qui est le caractere des 
points situes sur cet axe ^ alors I'^ualion donne 

Ge qqi nous apprend que la course coupe I'axe des x en 
deux points diff^^rens , situes de part et d'autre de Torigine des 
Goordonn^es ^et a une distance 72 de Paxe des y, 

De mSme , en faisant j; = o , on aura les points qu la oourbe 
coupe Taxe des/ : cette supposition donne 

y=:±iR. 

Ainsi ces points sont au nombre de deux , situes de part ct 
d'autre , eik une distance R de I'axe des x, - 

Pour suiyre la marche de la courbe dans les points inter'- 
mediaires , prenons en g(§n6ral la valeurde jr; elle sera 

Les deux yaleurs de y 6tani ^gales et de signes oontraires , la 
courbe est-sym^trique au-dessus et au-dessous de I'axe des x» 

Si I'on suppose x positif, les yaleurs tant positiyes que 
negatiyes de y irent en d^croissant depuis x-z=: o , qui donne 
t = £±: /2 > jnsqu*^ jc = + ^ j 4ui donne / = o. Si Ton 
fait X plus grand que Ry y deyient imaginaire ; ce qui montre 
que la courbe nc s'^tend pas, du o6te des x positifs, au-dela 
de I'abscisse :i? = -|- 72. * 

. Xes mdmes resultats se reproduisent en sens contraire du 
c6te des x ndgatifs ; et I'on yoit de ni6me que la cuurbe ne 
a'etend pas, de ce c6tc y au-del^ de I'abscisse x-zn-^^R, £iio 
est done egaUmentaym^trique de part et d'autre de I'axe des / ,' 
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M elld est limiti« lur les deux axes k la distance R de 
Torigine. 

ibo. L'^quation propos^e ][»eut se meltre sous celte furme 

A -|- jr et jR — AT sont If k deiiz segmelis dans lesquels For- 
donn^ey coupe le diamdtre : cette ordontiee est done moyenno 
proportionnella entre les deax segmens. 

lol. On trouve de m^me que deux ccfrdes , menses des 
deux extr^mites d'un diam^tre 4 uu tn^me point de la coqrbe> 
sont perpendiculaires Tune k Taut re. £n effet , si , par le' 
point B', pour lequel jr = o et *=e-t*/2, on mfene untf 
ligne droite inclin^e d'une maniere queloonque^ elle aura (32) 
pour Equation 

yz=:a{x + R). 

Si par le point B^ pour lequel yc=:oetjp = -f"-^j on 
m^ne une autre droite pareillement indinee d'une maniere 
quelc6nque> elie aura pour Equation 

<3fts di^ite^ ainsl meHees arbitrairemeiit ^ pourraicint se 
rencontrer dans un point quelconque ^ ihais , si I'on veut que 
leur point d'intersection se trouVe siir la circonference du 
cercle ^.il faudra que leurs equations subsislent en ni6nie lenips 
et avec cclle de cette circonference^ o'est-«i*-dire qu*elics 
soient satis&ites par les mSmes rallfufs de y ^t de st. Cetic 
supposition donne trois equations entire ces deuk variables > et 
par Gonseqwint une de plus qu'il ne faut pour lei-d^terminfer, 
Qn pourra.dpnof *en etiminant des vtfriablies, parvenir k u'n(* 
^uation qui ne les coniiehdra plus , et qui devra ^re sati^faite 
pour que les deux droites puissent s&ftou^r suf la -cir confer 
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rence : cette Equation sera evidemment entre les qiiantit^s a 
et a', qui d^f erminent leur direction. 

Pour I'obtenir , il faiit dqnc cOilibiiier ensemble les troia 
equations 

y :=za\x — R) 

de manidre k en chasser :r et j^ ; on y parviendra sans doute en 
prenant les valeurs de ces deux variables dans les d^lue premieres 
equations y et les substituant dans la troisieme ; mais on 
arrivera plus simplement &a ni6me but, en niultipliant les 
deux premieres Equations membre k membre ) ce qui donne 

y* = aa^ ( ar* — 22"). 

Car pour que ce r^sultat s'accorde avec I'^quation 

1 

qui est celie de la circonf(^rence du cercle j il sufHt que Ton 

ait 

aa! = — 1 ou • aa' + i = o j 

cVsf-a-dire (n^t. 32 ) que deux droites qui sont menses par \es 
extr^rait^sopposeesd'un m^me diam^tre « et qui se rencontrent 
sur la cir conference, sont perpendiculaires I'une a I'autre. 

102. On. vpit^ par cet exempla> que^lorsqu'on doitcombiner 
ensemble plusieurs^uationS'pbur eh 61iminer certaines quan- 
tit^s ,. il est quelquefois^possibletl'abr^ger I'operation par des 
procedes plus p^umpins ing^nieux.; mais^ en pxofitant -de ces 
artifices pour^rendre le^ calculs.plus elegans et plus simples^; 
il ne faut jamais voir , dans lea changemensTqu'ils operent , 
que le resultat ^ VsHt^ dej'^imination* 

£t comme- jes 4ivei?5 precedes quo I'pn peut employer 
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pour ^liminer, iatrodaisent quelquefois des factenrs toan- 
gers k la question , oa en font disparattre , il faudra s'assurer 
qae I'on a Hellement trouv6 le nombre de facteurs convenable , 
ce qui /era toujoun indiqii6 par le* nombre et le degr^ des 
^qufttioDS entre lesquelles on a Ad eliminer. 

1 o3. Par exeniple , dans le cas precedent , si Ton eiit d'abord 
cherch^ les valeurs de jr et de jt au moyen des deux premieres 
Equations qui appartiennent aux deux lignes droites , on eiit 
trouv^ 

* 

En substiiuant ces valeurs dans V^quation du cercle , et rd- 
duisant ^ on trouve 

jCette^ equation peut ^tre satisfaite de plusieurs manidres. D'a- 
bord y en faisant aci-\' 1 = o , ce qui donne le r6sulta,t q ue nous 
avons d<^j4obtenupar I'autre marche ; secondement , en faisant 
a =r o ou a' =1: o , ce qui signifie que y si I'une des deux lignes 
est dirigee suivant I'axedesa;; Taulre ligne peut 6tre menee sui- 
Yarit telle direction que Ton voudra. II est visible, en effet, que 
dans cejte derniere supposition les deux droites se couperont 
toujpurs surla circonference du cercle , puisqu'elles se ren- 
contre'ront a I'extrdmitd du diamdtre: mais cette solution, 
quoique vraie y efait dtrangere k la propridtd que nous voulions 
decouvrir : c'est pourquoi nous avons pu nous dispenser d'y 
avoir egatd. > _ 

104. En general y en suivant la niarche que nous venons 
d'indiquer , on deduirait de la seule Equation du cercle toutes 
les 'prpprietds que ddmontre la geometric demenlaire ; et la 
raison en est^ 4}ue ces propridtds^sont des rdsultats de sa ddfini- 
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nition , dont Tequation proposee n'est que la traduction ana*- 
lylique. 

ReciproqiMment, en partant d'une des propri^t^ oaraet6^ 
ristiques que nous avons d^montr^ea , et reprenant d'une ma* 
ni^re inverse la marche que nous avons suivie , on retomberait 
.^ut requ^tion du cercle, si cetfe propriety ne convenait qu'a 
luiseul; auquel cas , elle serait ^quivalente k aa definition. Cel^ 
^rriverait, par temple, si Ton demandait que I'qrdonn^e fuit 
moyenne proportionnelle entre les deux segmens ou que les 
droites meneea des- deux extremitca de la ligne Bffy bo cou- 
passent k angles drpits sur la courbe ; .m^is on ne reviendrait 
pas jusqu'au cercle, si Ton choisissait quelqu'autre propri^te 
qui conTint en rn^me temps k d'autres lignes. Par exemple, il 
Tie suifirait pas de demander que la courbe fdt sym^trique au- 
dessus et au-dessous. de I'axe des a: jt oi; qu'elle passAt par les 
quatre points B, B', J)y T)\ parce que y bien que ce soientlil 
des proprietes du qercle^ il peut y avoir d'^utres cou^rbea qui en 
jouissent egalemept. 

io5. La forme q^e nous venons d'examiner n'eat pas la seule 
aous laquelle tie presente I'equation du cercle ; elle varie airec la 
position derorigine des cQordonnees. Si ^ par exemple y au lieu 
de compter les abscisses 4u point A y nous youlions les compter 
de Texlremite W du diametre BB\ et toujours dans le m^me 
sens 9 alors ^ pour un point quelconque M^ dont I'ancienm^ 
abscisse serait -AP y la nouvelle VP y ^t en nommant :i^ ce^i 
demieres . on aurait 

Substituant celte v^leur de pe dans I'equation 

y* + a:' = R%. 
elle deviendra 



« 
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Dans cette equation , j; = o Aonney = o , parce que fori- 

gine des coordonn^es est un point de la courbe. £ji suivant la 

marche des valeura qui enr6sultent pour lea coordonnees des 

antres points , on reconnailrait pareillement qu'elle repr^ente 

nne -circonfetenoe de cercle , et Ton en verrait naitre les di- 

verses propriet^s. 

' ■/ * ■ ■ ■ « 
Ainsi^ K j:^ -f-/* exprimant la distance MB' d'un point 

de la courbe k la nouvelle origine, et le carre de cette distance 

^tant , d'apr^s I'^quation m^me, ^gal au produit du diametre 2R 

par Tabscisse x^ ou S^P, on reconnait cette prop^ijeti de la 

courbe « d'etre moyenne proportionnelle entre le diametre et 

I'abscisse' t;brrespondante. 

io6« L'equation d'une ciroonference de cercle devanl expri- 
mer que la distance de» poitits deia courbe k un point dojine 
est oonstanteji elle.doit toujours se rapporter k la formule que 
nous avons donnee (n^.^i), pour exprimei: la distance de deux 
points. Si done x',y'., represenlcnt les coordonn^es du centre 
de la ciroonf6)renoe ) R sonrajon^ et x,^, les coordonnees 
d'un qu)slcoaqia,e deses- points ; on auKa toujours 

Telle est par consequent r^quation la plus g<^nerale de la cir^ 
conference du cercle rapport€e ^ des axes rectangulaires. 
. L'origine des coordonn^s.ne se trouye plus placee ici, comm« 
d;ins les exemples precMens , au centre m^me du cercle , ou 
sur.un point de la cilrconfejrence. En faisant^:;^o pour avoir 
le point o"^ la courbe coiipe Taxe des or ^ on trouve 

et en faisant » := o pour aydr les pdints ou elle coupe Vaxe 
des/^ontrottye 
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lia prcrniere de ces expressions devient imaginaire quand y^ est 
plus grand que R , et la seconde , quand a:' est plus grand que A* 

^ ^ es distances *'»/', du centre dp oercle aux axcg 

surpassent le rayon de ce mime cercle^ il np rencontre point 
ces axes , et il se trouve place « par rapport a eux., jcom^ne il 
Pest dans la Hg. 38 , ou Ton a suppose or' eiy 'positifs. 

En general , les diverses [positions dans les^uejles unc coQrbe 
peuk ^tre pkcee' relativement a iWigine des coordonn^es , font 
paraitre son Equation sous SIvefses formes , qui peuvent tou- 
joui^sse red|jre'les unes auX aulres , puisqu'elles ne sont ja* 
mais que IVxpression analytique de sa definition. 

107. Cherchons maintenant I'cqi^itiQn $xme ligne droite 
tangente au cercle dont I'eqoation ejst 



« ■♦ 



^-... , . 



x.*+J-,*s:-H^ 



I . i» 1 # « 



■ Il •• 



.«»•-! i .'C* 



Soient x'^, y^^y les coordoiihces du point de tangence , on aura 
entr'elles la relation 



f\ 



*^ r t 



I I , >■ 



»l 



La tangente 6tant une ligne :droite et passant par oe point y son 
equation sera de cette forme* - 



^ ,,» 



II ne reste plus qu'i determiner a. 

'. > . • • 

Pourcela, nous considererons la tangente commeunese- 
cante dont les deux points d'inlersection avec la courbe se 
reunissent en un seul : et nous cmploierons cette propri^te pour 
ladefinir. ^ 

^ Cherchons done generalcmcnt les txxn^iln^es d^inlersection 
d'une secante quelconque avec la'drconferencc : cescootdpanees 
doivent satisfaire en m^me-temps aux trois eqMiitign« prece- 
dents; car les point« anxqaelft elles appartiennent se trouvent 
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en mSme-temps sur la cIrconf(£renoe et sur la dioite. II faut 
done combiner ces Equations ensemble, pour en tirer les va- 
leurs des coordonn6es par I'^limination* Or, en retranchant la 
seeonde de la premidre^ il yient 

Ott V 

Meltant poury sa valear/" -J- a ( a: — *" ) , tir^e de I'equation 
dela droite, on a 

{aay + «> ( x— «" ) + X + x"} (* — x'^) =r o. 

Cette eqaation donnera g^neralement deux valeurs de ^ ^ 
parce qu'il y a deux points communs k la droite et au cercle : 
une de ses racines est 



x = x" J 



valeur qui , 6tant substituee daas T^quation de la droite 9 
donne 

parce qu'en effet le point , dont les coordonniSes sent x". etj", 
est deja comman k la droite et au cercle : I'autre facteur etant 

« 

egale separ^ent li^K^ro-, dennera 

2 a/' + a* ( a: — a" ) + rr 4. x" = o. 

Cette equation fera connaitre I'autre valeur de Xf c'est-^-dire 
I'abscisse du second point d'intersection ; m^iis il faudra, pour 
cela, que a soit donne^ c'est-li-dire^que la direction de la secante 
soit connue; et Ton sent eh effet que ces deux quantit^s sont 
d^pendantes Tune de Tautre. 

Dans ia recherchb qui nous bccupe ^^ous ne oonnaissons pat 
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la direction de«la tangente , mais nous savons qu'elle doit £tre 
telle que les deux points d'intersection se r6unis8ent en un seul : 
en sorte que, si on oonnaissait la valeur de a qui lui estpropre, 
et qu'on la substitu4tdans T^quation precedtente ; la seconde va- 
leur de x, que cette Equation determine , serait certainement ar", 
comme la premiere. Parconsequent ^ sinous mettonsx" au lieu 
de X dans I'^quation preccdente , la valeur de a, qui en re^Ml- 
tera y sera n^oessairement cellequi conyient a la tangente. Cette 
substitution fait disparaitre le terme multipli6 par a*f I'^qua- 
tion se reduitainsi au premier degre^ et devient 



a?" 



] Cette maniere de determiner a , en eludant la resolutioix 
de I'equation qui oontient a^j pourrait dqnner lieu , en a^ppa-^ 
rence , k quelque jdifficulle ; car si Ton r^solvait directement 
cette equation qui est du second degre , etd^signant par a'.eta'^ 
«£8 deu^ racines ^on trauverait 

af=z-^ ; — i ■ > 

X — x" 

/ . ■■ * . '• '. . • • 

—yA j^t/y^ _ (x + x'^ ) ( * -^ x[' ) 



X X^J 



Si dans ces e3;j)res8ions on suppose a? = a:'? pour' les ap- 
proprier pairticuli^rement -k la tangente , le nnmera^teur et Ic 
deiiominaleur de a' deViennent nuls en mdime-tenips, on trouve 

O^ «= -r^ , dans a" le d^aominat^i;^ SQul devient nul , 1^ nu-^ 
merateur se vWuit k — aV' . Et Ton: txouve.as; -r^ .»^^ y 
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^aleurs qui ne pourraient pas s'accorder avec ce que nous avons 
trou ve par la premiere methode. 

Pour resoudre oette petite difficult^ , oocnpons • nous 
d'abord de a^ , multipllant le numerateur et le denomina- 
te ur de la fraction qui rczprime y par le facteur 

yf + y^yl^ — {x + «") i^ — x"), cette multiplication 
ne changera rien k aa valeiir ; par ce moyen on a 



«»' = 



//•-_(, 4>^') (,-.a:W>-.y» 






a' 



Lesy" sont done disparus du numerateur , de plus les deux 
termea sont devenua divisibles par j; — - y ; effectuant cette 
division qui simplifie a', il reste 

. - t* 4- *"} 

yf + ^/^y^* '-{x + x") (* — x") 

Si maintenant dan» oette expression oa fait x =; jc'^i les deux 

termes de la fraction ne deviennent plus — «^i maisils Ser6- 

o 

duiseat ^ — ax" et 2 j" j de sorte que Pon 1^ 

_ ^f 
f *^ •*' 

Cr SS -• 

G*est pr^clsdment la valeur que nous avions trouvee par notre 
premiere ni6thode. 
' On voit, par cette analyse, que si la raleur de a^ s'est d'abord 

present^psouslafpxme — , c'est paXte que le aum^ratenr et 
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le denominateur de \a. fraction qui rexprime contenaient im- 
plicitement le facteur x — jc", qui s'^vanoait quand x = J?''. 
Mais par I4 . t]:an8for;nation que nous avons fait subir h cette 
fraction ayantmi^ le facteur x — x" en Evidence | nous avons 
pu Pen deg^er, apres quoi les deox termes de la fraction ne se 

sont plus ^vaaouis. L'analyse offre souvent des exemples de 

.J • . ' • 

quantites qui se pr^sentent ainsi sous la fotme de , mais 

cW toujours par Feffet d'une combinaison analytique pareiUo 
a celle que nous venons de ddvelopper. £t alors , comme dans 
le cas actuel , on ne peut obtenir la veritable valeur de ces quan- 
tites ^ qu'apr^ en avoir degag6 les facteurs communs qui leur 
font prendre cette forme en sMvanouissant. 

Examinons maintenant la seconde valeur de a , que nous<^ 

avons designee par a"« Cell^-ci se reduisant Ji -^^ quand 



II 

X = x'^, il s'ensuit qu'alors — jj- est nul. Or --77- est la cotan- * 

genie de I'angle dont A" est la tangente trigonom^ti ique. Cet 
angle ayant sa colangente nulle , est done egal loo*, et par con- 
sequent la seconde valeur de a" app^rtient a une ligne droile 
perpendicalaire a Faxe des x* 

Ce resultat / qtioiqu'dtranger a celui que nous nous etions 
propose d'obtenir ^ est cependant une consequence des conditions 
analytiques que nous avons etablies. !^n effet^ nous avons 
ccrit d'abord que la secantie etail une ligne droite menee par le 
point de la courbe dont les coordonnees sont a^'^ ^K Et comme 
nous avons trouveque cetle secante avait encore avec la courbe 
un autre point d'intersection , nous avojis voulu que ce second 
point G0incid4t avec le premier. Mais nous n'avons ecrit cette ' 
coincidence que pour les ||Kci8scs, car nous avons dtt que I'abs- 
clsse de ce second point etait anssi egale 2i x", sans rien pro-* 
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noncer sur son ordonn^ , qui n'entrait point dans notre equa* 
lion. La resolution g^nerale de celle-ci devait done j outre la 
tangente , nous donner aussi une ligne droite perpendiculaire k 
I'axe des x , pnisque cette droite satisfait eridi^mnient aux 
d)nditions imposdes , de passer par le point donne de la courbe 
et de la couper^ncore dans un autre point dont I'absdsse soit x*'» 

Dans la premiere m^thoJe od nous 6vilions la resolution de 
I'equation diMj^cu^nd degre ^ nous faisaons disparaitre le terms 
a' {x — x'/ )fcn faisant x — x" nuL Nous exprimions par la 
que la droite ou les droites que nous voulions obtenir , etaient 
oelles qui satiafaisaient aux conditions d'intersecli(m ezig^es , et 
pour lesquelles en ojxtre la valeur de a n'etait point infinie. £n 
general ^ cette limitation restreignait I'equation aux seules ya-> 
lears de a , qui pouvaient donner des tangentes k la courbe* Et 
le resultat n'ayant donne qu'une valeur unique , il s'ensuit que 
pour chaque point donne de la circonference d'un cercle , la 
tangente est unique aussi. On voit ainsi que la premiere methode 
etait aussi exacte que Taiitre ; mais elle etait en m^me temps 
plus elegante et pius directe. . 

io8. La Taleur^de a etant determinee , il ne reste plus qu'^ 
la substituer dans ^equation de la tangente , qui devient 



x" 



jr—y!,z=i— -7^ (x — x"). 

En lareduisiAt^ et observant que les coordonnees x",^', ap-* 
parfiennent a un point de la circonference du cerck^^ on pent 
lui donner cette forme tres-simple 

yf + xx'' = 72*. 

La valeur que noiis venons de trouver pour a etant unique ^ 
il s'ensuit qu'il n'y a, pour chaque point de la courbe, qu'une 
seule droite qui jouisse de la propriete par ^quelle nous avona 
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Les equations pr^cedentes ^tant du second degrd, donneront 
poiir «" et /? deux Taleurs. Il en rdsultera par consequent 
deux points de tangence ^ et I'on pourra mener «u cercle deux 
tangentes qui passeront par le point donne* 

111. Maisy au lieu d'efFectuer directement cette elimination , 
et de calculer les valeurs de x'! et de y par I'extraetion des 
racines carrees , il sera plus elegant et ptus simple de chercher 
il ddduire des equations proposees d'autres Equations equiva- 
lentes , mais faciles k representer par. la geometric ^ et dont la 
construction donne imm^atement les valeurs cherchees. En 
effet c'est un principe d'algebre, que I'on peut substituer au 
syst^me de deux Equations deux autres Equations qui s^en de- 
duisent. 

Or 9 si Ton retranche la premiere Equation dela seconde, on 
trouve 

resultat qui peut ^tre mis sous la forme 

En le comparant avec I'equation la plus g6nerale du cercle 
trouvde dans I'article io6 , on voit que le point de tan- 
gence qui a pour coordonnees a^.\ jr", se trouve sur unc 
circonKrence de cercle dont les ^coordonn^es du centre sont 

of r' / x^^ +y'* 
, "^j et dont le rayon est y ^ — . Cette circonfe- 

rence a done pour diam^tre la distance du point donne au 

^centre du cercle, ouK J?'* -f-^'*.^ 

Or , le point de tangence doit aussi se trouver sur la circon- 
ference du cercle donne , et dont I'equation est , 
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n se tronrera done en m^me-temps sur oes deux circonfe- 
rences , et seraconscquemment c^onn^ par leur intersection ; ce 
qui fournit un nloyen tres -simple de Tobtenir. De plus , 
lea valeurs de a:" ct de y'' seront doubles 9 puuque , d'apres 
leurs positions , ces circonferences se couperonten deux points. 

Cette construction indique m^nie les cas ou le probl^me de- 
vient impossible : ce sont ceux ou le point serait interieur k la 
circonference du premier cercle , car alors les deur circonfe- 
rences seraient interieures Pune ik I'autre , et par consequent ne 
te couperaient pas. 

Cette circonstance est 6galement indiqu6epar Panalyse ; oar> 
81 1'on ^limine x'' entre les deux equations 

on trouve , pour determiner y\ Tcquation 

♦ 
qui , 6tant r^soluc par rapport k /", donne 



yf = ^'/ ^ I /R'^'\^''+y' ~lil 






La quantite qui est sous le signe radical sera reelle , nulla 
ou imaginaire , selon que l*on aura x'* +/'* — R* !> ^^ 
*'*•+/* — R' = o, *'» +y^ — /2*<o. Dans le premier 
cas > il y aura deux points de tangence y dans le second il n'y 
en aura qu'un seul, dont les coordonnes seront^' eta/ ; dans 
le troisieme 11 n'y en aura point du tout. Aussi , dans le pre- 
mier cas* le. point donne est extericur au cercle propose ; dans 
le second^ il est situe sur sa circonference; dansle troisieme ^ 
il lui est interieur. 

, 112. Nous venons de voir qu'cn rapportant la circonference 
da cercle = a dea coordonnes rectangulaires comptdes de son 
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centre ^ son equation ne renferme que les carr^s der variables 
^ etjp, et est de la forme v 

On peut se dcmander s'il oxiste d'aotrea aysldmea d'axe» 
V rectangulaires ou ol>liques , par rapport: auxqofil^ cettc equation 
ait onoore la forme pr^c^donte. 

Four nous en assurer , ti^anslbrmons les coordonn^es x et/, 
sans changer leur origine,y.et substituons-leur d^autrea coor- 
doi^nees x',^'^ dirigees d'une mani^re quelcoBque, en sorte 
que leg angles desnouveaux axe& aivec I'axe des x.soient « et «^; 
on aura generalemeiU.(n^« 81) 

a;=:jc'co8«i-4-ic'oQa«6'> jr s= x' sia « 4"^^ sin #»'. 

En mettant ces valeui^ de a: et'dej^ dans T^quation pr^cedente 
de la.circonference du cercle , elle devient 

* - - 

ou, enreduisant, 

y J^, a jy (cos* cos «* + sin « sin $J) -f- ar'* = JR*. 

La forme de cette Equation diff^re de celle de la propofie, 
parce qu'elle oontient un termp enafy: pour faire disparattre 
ce terme , il faut prendre les angle& « et ce/^de nlaniire qii^son 
coefficient aoit n.ul ; ce qui exige qu'on ait 

' 6b8 « cos «i^ ^ din N sin «' SX& cr ^* * 

» 
• • • ^ -^ . ■ ^ 

ou en diww^ pw. cos tf cos «% 

* r. tang *- taiag «' + ^ = ^ • ' 

Ce result&t nous apprend que les deux axes Aas> ar^rt des y 
dorvcht fetre |)erpendiculair^ TuBi k Pautre , et.il n'y a paa 
tf aiiir» moyen pour que la eondition ptoposdo «)it remplie. 
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' ii3. Dans les courbes du second ordre ^ oft appelle dia^ 
metres con/uguSs les syst^mes d'axes qui ont la propri^t^ da 
ramener les Equations k ne contenir que les carres des variables . 
Nous verrons bientAt que, dans I'ellipse et dans I'liyperboie , 
il existe de semblables systSmes dafts lesquek les antes sont in- 
clines les uns aux autres sous des angles obliques ; niais on 
voit, par ce qui precMe ^ que les diaiuetres (Sonjugues dans le 
cerde soot toujours k angle droit. 

114. Les divers r^sultats' auxquels nous ttn&ii^ de parvenir 
«e d^montrent aisdment par la simple gcomdtrie ; ttikh j*ai crii 
devoir les deduire de Fanalyse , afin de montrer co^nMnt elfe 
pent les indiquer ^tse plier aux diverses cltconstances que Ton 
veut examiner : ce n'est qu'en I'appliquatif d'abord k des re- 
cherches faciles , et dont les i^sul'tats pttfss^ilt se V^rifie^ ais^ 
ment; qu'on apprend k en faire usage dails 1^ ^uisstions p^Ius 
Gompliquees. 
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1 15. En coupant un c6ne droit , dont I'angle au centre 6tait 
plus petit que 100^^ par un plan perpendiculaire a une de ses 
generatrices, et par consequent de maniere a rencontrer toutes 
les generatrices sur une des nappes de la »ilr£»09, nous avons eu 
pour I'equation de Tintersection (n**. 98) 

y* + x' (1 — - a*) -h 2 <t2'a?= o, 

a etant plus petit que t , etfes c66rdonndes x et f ^aiif per- 
pendiculaires entr'elles^ a et 2' sont supposees positives'; nous 
avons dit que cette courbe it nomme Une ellipse. 
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Four avoir les points ou elle coupe I'axe des x (fig. Sg), fai- 
sons j = o ^ il vieodra 

X* (i — a*) + ^ <**'* s= o ; 
ee qui donne pour x deux recurs 



j; = o , X 




cVst-^odire que cela a lieu dans deux points diiS^rens , dont 

I'un est I'origine m6me des coordonnees , que nous supposons 

placee en B, et I'autre est situe du cote des abscisses negatives p 

^ _. 2t az' , . , 

a une distance ^ de oette engine* 



1 — a^ 



En faisant x =0 , on aura les points oii la courbe coupe Fax* 
des J" f cette supposition dontie 

c^st-^-dire que oette rencontre a Uea k Porigine m^md des 
coordonnees. De plus , I'equation j^* = o donnant deux valeurs 
nuUes pour/, on pent considerer I'axe des jr com me rencon- 
trant ia courbe en deux pointa qui se confondent en un seul : 
c'est-^-dire qu'il lui est tangent. Four auivre de plus pr^s la 
marche de la courbe ^ prenbns eH g^n^ral la valeur de/, nous 
aurons . 



/=ss:±i|/ — (I — a*) j?» — 2az'x. 

Ces deux valeurs ^tant ^gales et de signes contraires, la 
courbe estaymetrique de part et d'autre de I'axe des x. 

Tant que x reste positif , / esVimaginaire, puisque I —a*, 
a et z J soiit des quantites positives ; la courbe ne s'etend done 
pas du c6t6 des abscisses positives , et «lle est limit^e , dans 00 
sens J par I'axe des /. 
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I 

*• X devenant negatif ^ on a 



Leg valeups de y sont reblles tanf que Ton a 

r- 

1 — a» 

Mais elles dcvieanent imaginaires au-del^ de «ette Umite; oir^ 
81 1'on a 



©n en tirer 



i> / ' , I 1 1 



— » y 
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(1 -^ ft-'X^'>> a az'i:. 

/ 

Far cons^uent , la oourbe ne s'eten^ , du 09t6 dear abscust^ 
negatives , que depuis I'origiQe. des cpordoni^eeg i usqu'sk T^- 

cisse — i — —. , oii eDe ooupeVaxe dcis a?; Alan S^ft^&enk valeiiffB 
1— a r 

de j^ deviennent nulles en mdme-temps , et Tordonnee pro- 

longee est tangente a la coupbe. Ainsi les deux branches qui lar 

eomposent , apres s'ette jointes k Torigine des coerdonnees ,. 

a'etendent sym^triquement I'une au^dessus ^ I'autre au-dessous 

de I'axe des abscisses, se rejoignent de nouveau sur cet axe^ et 

rentrent ensuite sur elles-mSmes : la courbe est pap consequent 

lermde y conime le represente la fig. 39. 

ii6. Traiisportons I'origine des coordonnees en j^^au! milieu 

dela Hgne — — ^ , k ^gde distance des deux sommets B^ 0* 
1 —a 

Si AP est une nouvdle abscisse designee par ai Tancienno 



t 

abscisse sera BP, oas= x, et I'on aura toujottzw 

I— a* 

Substituant pour x aa Taleur dans I'dquation de la coarbe, il 
vient 

1 -i— a 
Bn faisant jf = o , on retroave 

comme cela devait ^tre ; mais ici Ja ppurbe rencontre en deux 
points le nouvel axe desj^^ <At ^n faisant j; = o ^ on a 



^^ az' 



(7eiit lil Emite de la oourbe dans le sens das ordonn^es. 

' l!i'eqiiktioA de Teliipse prend une forme k'ds-^l^ante quand 
^n t Jntradnit l^r cpofdonpaea'des p^intf 4i^s lesquela ellp 
coupe les axes des x et des y. Si Ton fait 



ji =: -.^ 5 r= 



I 

4 * ■ , 

on aura 

1 — a = *• az' zn 4 > s= JT • 

ce qui dqnne '' ■ 

Lesquantit^5 2j!/ et 3i9 ae nomiAent les axe9^ et le point A 
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le €€nir» de I'ellipse* Lorsque son equatbn se trouve ramenee 
k oette forme , les coordonnees etant rectangulaixes « on dit 
qu'eUe est xapportee au centre et a se9 opses^ Si oes a^ces sont 
^gaux , on a simplement 

equation d'^un cerde. Le ccrcle est done une ellipse dont les 
axes sont egaux. On voit me me , d'apr^s I'equation de I'ellipse ^ 
qu'elle est^alement sjrmetrique , eomiBo le oercle ^ dans lea 
differens cadrans. A mesure que nous avancerons dansTezamen 
des proprietes de ces courbes y nous reconnaitrons de plus eir 
plus leur analogie. 

X 1 7. Pour distinguer les deux axes de Tellipse , on a coutume 
a'appeler I'un le premier ou le grand w^ » et I'autre le seconds 
U suffirait de changer j en x et r^ciproqueinent dans I'equation 
de cette courbe , pour que le premier axe devint cehii dcs or- 
donnees , et le second celui des abscisses ; on aurait alors 

L'equation de I'ellipse ne change done pas de forme lorsqu'on 
la rapporte a sesaxes, quel que soit celui d'entr'eux qu^on 
prehne pour I'axe des abscisses. ^ 

118. Toute droite ^ telle que-m^ilf , meo^e parle centre 
de I'ellipse , et terminee de part et d'autre a cette courbe , se 
nomme un diametre : il est ais^ de voir que les diam^tres se 
trouvent^ tous divis^s au centre y en d^ux parties egales. G'est 
une oonsequeuee de la forme syii^^lJrique de la courbe* 

1 19. La quantite -— - se nomme le parametre de \& courbe ; 

c^est une troisidme proportionnelle aux deux axes. D'apres les 
expressions precedentes ^ elle est egale k za%\ Si Ton se reporte 
fk Tart. 9S et a k fig* 34 1 on se rappellera que az^ est isa dv^ 



J J 
I 

^ •* 



/ 
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tanoe AD je I'origine des coordonnees au point 0)& l^axe' dtt 
c6ne rencdntre Ic plan dcs xy^ car le triangle ADC t»t rec-*- 
tangle : c'eftt done le double de cette distance qui est le para* 
zn^tre de rellipse. ^ '' 

Fareillement ^ ^ est la tangeMe trigonometrique de 

Tangle au centre du c6ne ; car cet angle est double de celui que 

ibrmeiit les generatrices avec Paxe^ > r est done la dis- 

tance du point ou le plan jcy renContre la premiere gencratrice 
qui se confond avec Paxe des z , jusqu^au point oil il coupe la 

.g6n^rairice opposee ', ^t voila pourquoi cette quantite • ;j- 

expriiHe la distance dts deux sommets de la courbe. 

120. En introduisant les expressions des axes A e\ B dans 

I'equation 

I 
y^ +^' (^ — a') — a«2'a:=o j 

ou I'origine des coordonnees est au sommet B^ de la coutbe | 
clle devient 

et peut se mettre sous la forme 

Si done on d^signe par ac^ y\ ^^ y^\ 1^ coordonnees do dcu* 
points quelconques de I'ellipse , on aura , 

/» ar' {^A — x') 

tVst-a'^dire que les carris des ordonnies soni entr*eux comme 
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l€9 pivduits des distances dupied de ces ord<mni69 auxsom^ 
meta de la courbe, 

i2U L'equation de I'ellipse^ rapportce a son centre ct a ses 
BX6$j peut ^tre mise sous cette fermo 

j,» = ^ (^. - ,«). 

Si 9 da point j^j comme centre avec un rayon jiB ^gal 
li A (fig. 4o)y on d6crit une ciroonfi^rence de cercle.| son equa- 
tion ^era 

d'od il siiit qu'en representant par ^ et K les «ordonn6es de 
I'ellipse et du cercle qui correspondent aux m^mes abscisses ^ 
on aura gen^ralement 

Suivant que B* sera moindre ou plus grand que Af J sera 
moindre ou plus grand que Y*. Par consequent , si, du centre 
dqi» I'ellipse 9 avec des rayons ^gaux It chacun de %e» axes , on 
decrit deux cireonferences de cercle , Fellipse comprendra la 
plus petite, et sera comprise dans la plus grande (fig. 40). 

II suit de la queries deux axes de Fellipse sont. Tun le plus 
. grand , I'autre le plus petit dd tous ses diam^tres. 

En yertu de la relation precedente^ il suffit , pour trouver 
les ordonn^es de Fellipse , quand on connait celles du cerclo 
decrit sur un de.ses axes , de diminuer ou d'augmenter*ces der- 
, nieres dans le rapport de £ ^ ^ : oette propriety donne plusieurs 
moyens. de d^crire une ellipse par points , lorsqa'on connait les 
deux axes. 

isa. Du point ^> comme centre ^ et avec les rrjrons AB9 
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AC^ 6gaux anx deux demi-axes ^ et A , on d^crira deux cir-* 
conferences de cercle ( fig. 40 ) : ensuite on oa^nera un rayon 
quelconque Al^M, et on abaiasera du point M une perpcndiw' 
culaire MP »ur Taxe AP ; nienant ensuite NQ paralldle ^ 
ABy le point Q sera k I'ejlipse , car 11 est visible que 

/^(?=: 4^ PMzn JL PM. 
AM A 

Seconds mcuiiere. D'an point qnelconque D , prif sur lir 
petit axe CC et d'un rayon 6gal k la diflF(6rence A — 5 des deux 
demi*axes , on decrira un §rc de cerde qui coupera BB' en O 
( fig. 4 !)• Par les points O et J9 on minera OD, et Ton fcra 
DM=: AB zr: ^ ; le point M sera a Tcllipse. 

Car, si du point D, comme centre^ Ton decrit le cercle 
ME , dont le rayon DM:=: A ,on aura 

MO = BetPM=:fJ!^QM=-^QM. 

DM ^ A ^ 

JDilf peut ^tre une r^gle dont la longueur est A , et sur laquelle 
on marque un point O, tel que MO n: B. En faisant mouvoir 
cettc regie dans Tangle BAC, le point 3f decrira Ian qtrart*d^ 
rellipse demandee : on auj|fa les autres parties de i'ellipse en 
pla'9ant la r6gle dans les autres angled. ' " 

'ia3. On vient de voir que, pour tous tes points situ^s sur 
Telli^^e^ }a valeor da Tordonnee^ est donnee par Pequation 

JUi 

pour un point ^itu^ hors da Pallipte , mais relativcment ar^quel 
I'abscisse x serait la m£me, la valeur de^' serait plnsgnndft : 
on pouvmt dona la r^pr^nter p«r I'ejipr^sipii 
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J''=^(^* -*•) + «•• 

n' etant une quantite positive. Au contrairc , pour un point 
sita6 dans Tinterieur de I'ellipse » la yaleur de /* serait plus 
petite , et prendrait la forme 

Ainsi , en faisant ^vanouir le ddnominateur ji^ » on voit que 
Ton aura toujours , 

Hors de Mlipse , jiY + ^^^ — ^^^* > ^ 

Sur J'cUipge , jiy + B^x^ — A^B"^ = o 

Au-dcdans de reUips© , AY + J'*^* — ^'-B' < <>• 

Par consequent , pour* savoir si un point est extcrieur it I'el- 
lipse y s'il est sur cette courbe ^ ou s'il lui est int6rieur , il suf- 
fira d'observer le signo de la quantite A^y^ + i?*a;* — A^S^* 
Cette propriety nous sera fort utile dans la suite. 

124. Si par le point tl (fig. 42)^ pour lequel^ = o, et 
X = — - ^ , on m^ne une ligne droite incli|i6e d'une mani^re 
quelconque , elle aura pour equation (3o) 

Si , par le point B , pour lequel j = 0, elx=;+^, on 
menq une autre lijgne droite pareillemenf iaclin^e 4'une mani^re 
quelconque , son equation sera 

y = a'- (ai — urf). 

Supposons que I'on demande que ces droites ss coupent sur 
Tellipse : il f audra y pour cela , que leurs (Equations puissent 
subsister en mdme temps et ayec celle de cette coi!urbe (loi). 
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Or ^ en le9 multipliant membre a membrey elles donnent 

«t poor que oe r&ultat s'aocorcle toujouraavec Fequation 
il faut qu'ou ait 



cui = — - 



\% > 



ce qui etablit un^s relation constante entre les angles que forment 
ayecle plus grand axe lescordes menees de ses exfr^mit^ : cetle 
rfllation ne depend que du rapport des axes. Dans le cerde , 
qui est une ellipse dont les deux axes ^et^ sent 6gaux entrv 
eux> on a 



aa^ = — 1 J 



•t les cordet suppUmentaires s'y coapent 4 angles droits ^ 
Gomme nous Pavons vu dans I'art . loi • 

• 

' II est visible d'ailleurs qu'eh efFectuJEint directemenf Pelimi- 
nation 9 comme dans Part. 102 ^ on frouverait de mdme , outfe 
la condition precedente, ^equation £ia^=:o, qui signifie que 
les droites pourraient encore se couper sur Pellipse j si Tune 
d'elles co'incidaitavecle grand axe; mais cette relation, quoique 
vraie , est particiiliere k cette position' : elle est par consequent 
dtrang^re k la proj^iet^ gen^rale qiie nous nous proposions de 
d^couyrir. Cest pourquoi nous pouvons nous dispenser d*y 
avoir ^gard. ' 

R^ciproquement , lorsque cette equation a lieu entre le* 
angles que forment deux drohes avec I'axe des abscisses , oes 
droite» sont des cordea auppldnhentcUres cl'une ellipse dan» 
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laqaeQe le tapport des axes est egal k -j , c'estce qu'il est atse 

de voir en reprenant le calcul precedent d'une mani^re inverse. 
Ces considerations nous conduisent k une propriet6 asses 
curieuse de I'ellipse. Imaginons que, sur son grand axe , comme 
diam^trey on d6crive une circonf6renoe de oercle.: cette cir«* 
conference sera exl^rieure k rdlipse , et les lignes menees de 
•es points aux extT6mites du grand axe formeront entr'elles des 
angles droits. Par consequent y les cordes supplementaires , 
menees d*un m^me point de I'ellipse^ feront entr^elles des 
angles obtus ; puisque leur sommet sera int^rieur k la circon- 
ference. 

En faisant la mSme construction sur le petit axe , les pro- 
prietes seront inverses , puisque la circonf6tence sera interieur* 
k I'ellipse ; tons les angles formes sur cet axe par les cordes sup- 
plementaires seront aigus. 

£t il est facile de prouver que , de toutes les cordes sup- 
plementaires que I'on pent mener aux extre mites des axes de 
fellipse, celles qui secoupent au sommet du petit axe forment 
entr'elles I'angle le plus grand , et celles qui se coupent ausom«* 
met du grand axe forment I'angle le plus petit. Ces propriet6s 
«e demontreraient facilement en cherchant I'expression analy- 
lique de I'angle forme par deux cordes supplementaires. Je 
laisse cette recherche it faire aux eieves qui voudront s'exercer. 

r^iS. A mesure que nons avan^ns dans I'examcn des pro* 
prietes de I'ellipse^ nous voyons paraitre une analogie frappante 
«ntre cette courbe et la circonference du cercle. Guides par cette 
Analogic , cherchons k la rendre complette en comparani de 
plus en plus ces deux courbes dans leurs diverses proprietes. ' 

Le cercle en offre une bien remarquable ^ c'cst que les dis- 
tances de tous ses points i son centre sont egales entr'elles.^ II 
est evident que cette propriete n'a plus lieu dans TeHipste : mail 
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quelle est oelle qui lui repond? et comment pourrons-nous la 

decoiivrir ? 

II est Evident que cette ^galite n'a plus lieu dans Pellipse ; 
mais cependant on y retrouve quelque chose d'analogue. Si 
sur le grand axe de cette courbe , de part et d'autre de son 
centre y on marque deiix points dont les abscisses soient 

•±: \/ A"^ — -B* y la somme des distances ae ces points a un 
m6me point de la courbe est toujours constanfe. 

Cette propriete est bien facile 4 d6montrer. En eflfet , soient 
g^ndralement* J les coordonn^es dW point quelconque de la 
courbe^ et Bommons ai Tabscisse positive on negative des 

points donnes , laquelle sera ici £±ij/^» — ^*, on aura , en 
appelant JD* la distance , 

ou en mettant poury sa valeur en x tir^e de I'^quation de I'el- 
lipse ,et substituant pour a?'* sa valeur A* — J^* 

A* ^* 

ou en substituant , au Keu de A^ — J?*, sa valeur «'■ 



u % 



2>a =2: 2 XX' + A^ = ^A -^-^ j 

le second membre dtant un rarr6 parfeit , on peul extraire la 
racine , et Ton a pour Z> les deux valeuts* 

rextractSc» *b la rttcine aous donne im double wgne , parce 
qu^cn effet il d^e^id de »oui d® considerertoutea les distances D 
oomme de» qiiantit^s positive^ou oomniedesquadititeff negatirei. 
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pourvu que nous les combinions conformement a la convention 
que nous aurons une fois adoptee. Comme ordinairement le 
ngne — est employd^ur marquer une opposition de direo 
lion , notLs adopterons le signe -f- ^ ce qui donnera 



D=iA- 



xa^ 



Maintenant'il ne nous reste plus qu'^ substituer success] vement 
dans cette expression les deux yaleurs donnas de »'^ c'est-^-dire 

tt! )/ A^ -^ jB«, et en nommant D^W les deux valeurs de Z>. 
que cette substitution donne ^ nous aurons 



B^^A-'^'^^'r^' ly^^A^^"^^^"^ 



A A 

ce sont les distances des deux points donnas \ un m^me point 
de la courbe. La premiere , provenant de la substitution de 

+ l/-<4* — JB" pour x\ appartient ati point F situ^ du 
c6te des J positifs ; I'autre^ provenant de la substitution de 

.^^\/ A^ — J?* pour a;', appartient au point 'F situ^du c6te 
des X nD^gatifs. On peut facilement verifier cette distinction , 
car en faisant x s= 4-*^ /-Z^' ®t -2?" devieadront les distances des 
deux points au sommet de I'eliipse qui est aitu6 du c6te des 
abscisses positives^ or ^ dans ce cas ^ x' et x^^ deviennent 



vateurs qui son* 6videmmcnt conformes 4 I'interpretation que 
nous leur avons attribu^e^En ajoutant ces valeurs ^ le radical 
disparait ^ et Ton a 

c'esl-k-dire que lasommedes distances Z>"iy est ^gaie au grand 
a^e de rellipse | oomme nous I'avons annonc6. 



/ • 
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Les points FF^^ ainsi choisis but le grand axe ^ se nomment 
\fm foyers (1« Tellipse. On leur a donne ce nom k cause d'une 
propri^t^ physique dont ils jouissent eyque nous ferons oon- 
naf tfe plus tard. ^ 

On voit de plus que la distance D\D^ de ces points a un 
point quelconque dela eourbe est exprim^e rationnellement en 
fonction de Tabcisse x, G'est une propriete qu'ib poss^dent 
exclusivement et qui les caracterise. 

£n eflet , si Ton te proposait de determiner sur le plan de 
I'ellipse un point douj6 de cetie propriety , en ddsignant par y^ 
et 7/ ses coordonn6es inconnups , et nommant toujours D la 
distance^ on aurait g^n^ralement 

ou en ddreloppant les carr^s et mcttant pQury aa valeur 



/ 



JB» — ., tirie de I'^quation de I'ellipse 



v^ 



X 



\%i 



il est impossible que D devienne rationnelle en j? ^ & moins 

que le radical y B^ ■—- ne disparaisse du second 

membre , car ce radical lui-m^me est irreductible , c'est- 
k-dire qye Pon n'en pent pas degager x. La necessity de sa 
disparition exige done que I'on fassey = o ^ c'est-a-dire que 
le point , ou en gdneral les points qui satisfont k la question', 
ie peuvent 6tre situes que sur le fraud axe de I'ellipse ; avec 
cette modification il reste 

il nous reste encore ccf d'ind^termin^e \ ainsi nous pouvons 
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«n di,i]^8er de mani^re a rendre le second membre lin carr6 
parfsit , et c^est nl^me Id seule manidre de remplir la condi- 
tion exigee, que D soft rationnfeUe en x. I^onr cela il faut assi-^ 
miler ce second menlbre au carr^ d'un binome > tel que 
a-^bx\ c'esl-i-dire a a* + 2 abx -^-h^ x^ ; alors en com- 
parant lea termes semblables , nous aurona 

6*=. — ^ 2a^ = — jar' a*z=:B* + x^^ 

^* 

la seconde condition donne an = . — - et en . 6liminant h au 

b^ 

^* ^^» 

moyen de la premiere a* i= jj — i.; substituantdanslatroi- 

ai^me ^ il vient 

faisant 6vanouir les d^nominateurs , et r^duisant, on obtieht 



*' = ri::V^' — j5' 



c'est-i-dire que Ics points cherches sont au nombre de deux , 
situes sur I'axe de Tellipse k des distances de .<ton centre , egalea 

entr'elles, et exprimees par t±: l/^if ' — B* . Cette quan- 
tite s'appelle ordinairement Vexcentricite ; et comme elle 
est constante pour cbaque ellipse ^ nous la designemns en g6-- 
n6ral par la l^ttre c y k laquelle nous conserverons desormaia 
cette signification. 

. Cette valeur de c ou de x\ qui exprime la distance des points 
Fy P\si Torigine, est tr^s -facile k conslruire ; il sufiit (fig. 4«^) 
de decrire , dfe I'extremite du petit axe , comme centre , line 
circonference de c6rqle dont le rayon soit <^gal au demi grand 
axe A de Tellipse. Cette citconferance coupera le grand axe 

lO 



146 DE L'ELLIPSE. 

en dis^x pointed qui seront F ct F' : ces points ae nOmment 
les Foym de V ellipse; leur distance c au centre de la 
courbe se' nomme VExcentriciti. Quand Azz^B ^ la valeur 
de c est. nuUe; lea deux foyers se rdunissent en un seul*, 
plac^ au centre de la courbe , et Tellipse se reduit k un 
cerde. 

II est facile de voir qu'en faisant * = s±: {^ A^ — B^ dan» 

r^uation de I'ellipse, on trouve y = t±2 "~7"> c'est-i-dire 

A 

que J dans I'ellipse , la double ordonnee , qui passe par le 

foyer , est cgalc au param^tre. 

T26. Les propri^tes precedentes donnent un moyen simple 
•t commode pour decrire urie ellipse quand on connait son 
grand axe et la position de ses foyemi. 

On prehdra du point B (fig- 43 ) une longueur queloonqut 
BK sur Paxe BB^ ; du point JP* comme centre, avec BK 
pour rayon , on decrira un arc de cercle ; du point F* ^ 
comme centre avec JB' K pour rayon , on decrira un autre 
arc de cercle ; le point M y ou ces arcs se ooupent y appar- 
tient^Tellipse. 

II est avantageux de d6crire les arcs de cercle 'au*dessus 
et au-dessous de I'axe : par ce moyen , on trouve k cliaque 
operation deux points de I'ellipse y et Ton en obtient quatre 
quand on porte successivement la mdme ouverture de compas 
S^ chacun des foyers. 

Cette mdthode est la plus expeditive que I'on connaisse 
pour decrire I'ellipse par points : il est visible qu'on p6ut 
I'employer lorsqu'on connait les deux axes , puisqu'alors on 
trouve aisement la position des foyers. « 

Elle a cependant un leger inconvenient y c'est de ne pas 
donner les points de Tellipse pour des abscisses determi- 
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nees ; ce qui est quelquefois n6cessaire : mais alors on peut 
trourer ces points par les autres precedes que, nous avons 
d^crits. ' 

Lorsque I'ellipse doit 4tre fort grande^^ comme cela a lieu 
lorsque I'on opdre sur le terrain y on fixe aux foyers les' 
extremites d'un cordeau dont la longueur est egale au grand 
axe^ et que Ton tend par le moyen d'un piquet ; on fait glis* 
ser ce piquet de maniere que le cordeau soit toujours tendu y 
et la courbe se trouve trao^e quand il a fait ainsi une resolution 
toute enti^re. 

127. Occupons-nous maintenant de mener une tangente 4 
Fellipse , dont F^quation est . , 

Soient x^^y yV ^ les coordonnees du point de tangence \ ellea 
y^rifieront la relation 

La tangente ^tant une ligne droite , et devant passer par ce 
poinr , soncquatien sera de cette forme 

y — y =a.(a; — a;"). 

n ne reste plus qu'i determiner a. 

Four y parvenir , nous chercherons les points ovt cette 
droite y consider^e comme une s^cante y rencontre la courbe \ 
et nous, 6crirons quails se reunissent en un seiil. Dans ces 
points^ les trois equations pr^cedentes ont lieu en m4me 
temps : retranchant les deux premieres I'une de Tautrc y 
on a 

En metfant pour ^ sa valeurj'/+ a {x — x'') , tiree de P^qua- 
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tion de la droite ^ on tromre 

Une det nanes deoette ^nation est 

xssx", etdonne /=/", 

paioe que le poiiit donn^ est oomniim ^ U'tangaite et ^ la 
oonrbe : suppriouiit le £icteiir (x— 4/') , il reste 

J[» {%ayf + a* (X— «") ) +^(x+x^=o. 

Poor que la droite soit tangente ^ il faat que la seoonde 
Talemr de x soit x^ , oomoie la premiere , ce qui exigo 
qii'oii ait 



ji*ay'+B*x":=:oi d'oA a = — 



^V" 



En sobstitaant oette Talenr dans L'^nation de la tangente it 
Tellipse , eEe dment 

2?«x" 



y-y=-^^'-'^y^ 



* 



on , eniMniaant, 

Conuno il i^y ^ qu'ane senle Talevr de , on bo pent nener 
par chaqne point de Teliipse qn'ono sede tangento 4 eetio 
ooorbe. 

' 128. On pent id , oomBie dansle cercle , pionver que la 
droite ainsi d^termin^e est toafe entiere hors de Fellipse ^ 
car, si Ton reprend les equations 
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•t fu'oB iv^a«che de la seconde lo double d« k pvemiAre » !• 
resultat pourra ^tre mis sous la forme 

I4 quantite A*y^ -{r ^x* -^ ^*jB* est done cx>jistaiiimeBt 
positive pour tons ks {kQi»M d^ ta droile y exoept6 pour 
celui dont ]#s Goordomi^ sont x'' et ^'^ : toua ces points ^ 
excepte celui de tangence , coot done sito^ koira.dtt rel<« 
lipse. 

129. Si par le oentm et par ie point de tangence on 
m^ne un diamdtre , jp n Equation sera de la forme 

La condition de passer par le point de tangence donnera 
d'ou 



J 



^ r 



a^ 



On vient de voir qae la valour dt a > qui conviept \ )\ tan- 
gents , est 

a 1= — « • 

En multipliant I'une par Fautre lea valeurs 4^ ^ et de a^, 

^ A* 

/' • • ■ 

• r 

Ce r6su)|a(t ^tant oo^ft^rme k la cwdiliiGn obtemu) d^at 
I'aii, %%^ y «<W9 «|p^te«d (^•44) qo^k laogenleet le dia« 
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les cordes suppUmentaires d'une ellipse dont le rapport ^^8 

axes est -— , comme dans I'ellipse propose. 

Ceci fournit un moyen trds-simple pour determiner la di- 
rection' de la tangente ; car , si Fon tire deux cordes supple- 
mentaires quelconques , et qu'on d^signe par«^ «^ les tan-- 
gentes trigonometriques des angles qu'elles font arec I'axe ^ on 
aura tojijours entr'elles la relation 

On peut mener uno de ces cordes paralldl^Ri diam^tre qui passe 
par le point de tangence ^ alors on aura 



«'s=; ^'.j 



d'oi!k r^sulte au8sit6t 



«; 



c'est-a-dire que Tautre corde sera parall^le \ la tangente. 

i3o. Ainsi > pour mener une tangente i I'ellipse par un' 
point ifif flonn^ sur cette oourbe ( fig. 44 ) ^ ' il faut mener y de 
ce point au centre), le diam^tre AM : par Pextremit^ B* de 
Tax© Bffy tirer la corde B'N parallele k AM \ MT , paral- 

V 

lele a BN , sera la tangente demandee. 

On voit f p^r cette construction m^me y que, 91 1'on mene le 
diam^tre AM' parallele k la corde BN ou a la tangente MT, 
la tangente de I'ellipse au point ili^' sera parallele a la corde jJ'iV 
ou au diametre AM. • 

i3i.. Lorsque deux diamdtres sont disposes , comme les 
pr^cedefis , de maniere que'^ chacun d'eux soit paifalUIe a la 
tangente- mijki^e k I'extriemite de I'autre , on les noninie eon» 
Jugues ( fig* 49 )• L'angle MAM', forme par deux diamdtres 
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conjugu^s , est evidemment egal k celui ies deux cordes sup- 
plementaires menees par les extremites du premier axe , pa- 
rallelement k ces diamdtres. 

Et cette definition s^accorde avec celle de I'art. i58 ; car 
nous prouyeronstout-^-1'heure ^ue T^uation de I'ellipse , rap-> 
portee k sea diam^tres , conserve la mdme forme que par rap- 
port a ses axes. ^ ' 

l52. L'equatioQ de I'ellipse 6tant de mdniB forme par rapport 
k ses deux axes , les propri^t^s que nous venons de demontrer 
eeront communes a I'un et k Taulre , et I'on pourra leur 
appliquer la m^me constructioa relativement aux cordes sup-, 
plementaires. 

i35. Poup avoir le point ou la tangento rencontre Taxe 
des X (fig. 4^) i il faut supposer/ =i o dans son equation y qui 
donne alors 

_ A" 

c'est 14 valeur de >^T. En retranchant AP ou x", on aura 
la distance P T du pied de l''ordonnee au point ou la tangents 
rencontre Paxe des abscisses. Cette distance se- nomme- Sou- 
ia^genCe ; son expression est ici 

> — *"• 
PT=i • 

Cette valeur est ind6pendante du second axe B \ eUe est done 
la m^me pour toutes les ellipses qui ont le m^me prefaiier 
axe jt y et qui sent concentriques avec celle que nous consi- 
derons : elle convient par consequent au cercle decrit du 
point A y comme centre , avec un rayon ^gal au demi grand 
a3ce. Ainsi ^ en prolongeant Tordonn^e MP de FelU^e 
jusqu'a sa rencontre avec le cercle en M^ %.^t menant k 



t 
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ce point U tangente M'T, I^T sera la tang^nte k iVllip^e att 
point Af . 

Cette construction s'appliquerait ^galement au secoiid axe j 
aur lequel Fcxpreasion de la soutangente aerait independante 
de la valeur dn premier* 

i54« Lea furmulea precedentea peuvent encore ^tre em-* 
ployces loraque la iangente doit etre menee par un point ext6<« 
r^ur 4 Tellipse , |t dont lea cpordonnees actnt connuea. En 
efTet , en lea auppoaant repre^ei^t^^ par x\y\ elles doiv^t 
veriii^Y I'equatipn dfc la tangente j ce qui ^'^x^p. 

On fi I de plus , le point de tangenqe 6tajit aur I'ellip^e , 

ISn regardant s'^, ^'', comme inconnuea , ces deux Equations 
auffiront pour lea determiner , et PQ aubstituera ensuite leurs 
valeura dans I'equation trouvee ci-deaaus pour la tangente. II 
fat faciie'ded^^Bire de q^a fiormul^ un i^efultAt analogue k celai 
^ue qoiis avoji^^ ipbtenu dana Vart* \\X poorly ccu?cle. J^ plus^ 
eia ^liminanty/ entr'elles , pn tcouv^ 

Cette Equation » qui e&t du aecond degre , donnera pour a;" 
deux valeura \ ct cea valeurs seront reellea loraque la quantite 

A^B^:J^ + A^ { (/* — »•) (^y • + JJ**'0 } , 

qui entrerait aoua le signe radical , sera pofiitive. Or , en rc- 
duisant cette quantite, elle devient 

Aiiiai lei ileus yaleurs <}e «". seront rielles lortque la qaan- 
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*i^p 4^y* "f- if' ^'* -^ ^*iS^ spra positive Qu nuHe , c'egt*a-» 
dire Iptsque le point donne sera sitqe hi^ de I'elUpse eu sur 
cette courbe. Dans ce cas , chaqqe yaleur r^elle de ;x^* do^ner^ 
une valeur de j"" egalement reeUe : il y afi^a done deux points 
de tangence. Ainsi , par un point donne hors de Tellipse , on 
pent toujours mener deux tangeutea k cette courbe , et on n'en 
peut mener davantage. Nous aurons bient6t des moyens facilea 
pour le§ construire ^^om^tri^uement. 

i3^. Occupoua-dQUH maintraant de mener un« normale k 
f ellipse t^puisque c^Ue no/malo eat une ligne droite qui 
paasp pax le point do tangence ^ aon equi^tioa aera da la 
forme 

Mais , de plus, elledoit dtre perpehdiculaire k la tangente , 
pour laquelle on a 

II faut done qii'il exiate entre a et a\ la relation 

ha! +1=0, 

qui donne 

Alors I'dquation de la normale devient 

Pour avair le point oik elle rencontre IHixe dea x > il faut sup"* 

r 

poser/ nul \ et die donne alprs (fig. 46) 

a: 1= — . *". 
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C'est la valeur de AN : en la rietranchant de AP , qui est re- 
present^ par x^^ , on a«ra la distance du pied de Pordonn^e au 
pied de la normale. Cette distance se nomme Sounormale; ct , 
d'apr^ Texpyession pr^oedente , on trouve pour aa valeur 



PN = 



A' 



On aurait obtenu imm^diatement c% r^sultat ^ en pi'enant la 
valeur de a: — x'^ dans Fequation de la normale , aprds j |yoir 
fait^ nul. Cette valeur est positive ou negative ^ en mAiftie tenip» 
que x", ct Ic signe qu'elle prend indique sa position par rap- 
port a Torigine. Cette remarque a^applique aussi k la soutan- 
gente* * 

i36:,Les directions de la tangente et de la norn^ale dans 
Tellipse ont un rapport remarquable avec celles des lignes me-r 
nees des deux foyers aux points de tangence. Nous aliens exa- 
miner ces propri^tes. 

Si du foyer F , pour lequel j = o , et x nz l/^ A^ — B^ 
(fig. 46 ) 9 on m^ne une ligne droite au point de tangence , son 
equation sera de la forme * 



"''Si I'onfait , pour plus de simpKcite^ |/^* — iff* =2: C, 
la condition de passer par le foyer donnera 



c — x^ 



La tai^gente k Vellipse ayant pour Equation ( n". 127) - 
Tangle FMT^ qu'elle forme avec la droite men6e du foyer > au ra 
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pour tangente frigonometrique ( n*. X7 ) 



1 ^ aa* 
ou , en medttant pour aetu leurs^valeurs , 

cette quantite se r^duit i 

•n observant que le point de tangence est sur I'ellipse , et 
que ui* — J5» = c*. 

Fareillement , si de I'autre foyer F'^ pour loquel / s= o ^ 
et AT =: — c J on mSne au point de tangence une ligne droite >, 
elle aura pour equation 

L'angle J"3^T de cette droite avec la tangente k I'ellipse 
aura pour tangente trigonometrique 



I 



B^ 



— '-I 7 , qui se r^doit & — — 7- 

1 + a «' ^ cfr 

> '\ 

quand on y met pour a et «' leurs valenrs. 

Les angles IPMT^ FMTy ayant leurs tangentes trigone- 
in^triques egales et de signes contraires , sent supplecnens I'un 
de Tautre : ce qui ddnno 

FMT+ FMT = 200* ; 

et oomme on a aussi 

FMT + F^Mt. =5 200**, 
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il en r^sulte 

Ce qui nous apprend que , dans V ellipse , les droites mendeB 
du point de tangenc$ aux deux foyeretJhrU avec lalange^iB, 
et du meme c6ie d& cettf ligns , des t^nglea igaux • ^ 

II suit de 1& que la normals di^ise ea dfux parties egcdes 
Tangle formi par les deux rayons pecteurs mends det foyer % 
a un mime point de la courbe, ^ 

137. Gette prepriete fourmjl une construction tr^-simple 
pour mener une tangente k Tellipse par un point donn^. 

Supposons 4'al^ovd qiio ee point soat our TeUipse. 

On menera les rayons vecteurs FM^ PM (fig. 4?) J Qap»o^ 
longera Vun 4es deu]^ , par e3:e2nple j, PM , d'uno quan-- 
tite MK ^gale a-/'Af, JoigoauH -if ^t /^, U ligne M T^ per- 
pendiculaire ^ FK , sera la tangente demdnd^^ t car 1 d'api^ 
cctte construction , les angles TMF , TMK , PMt , sont 
^gaux entr'eux. 

On peut aisenient s'assurer qu'en elFet la droite MTne Ten- 
coalare la oourb^. qu^au point M ; car^ pour t§ut autre point I 
de cette tangente , on auraii 

et comme F^MK:=i^Ai lepoiqt t n'appartient pas \ Tcl- 
lipse. ' 

' %i \q point donn^ est ext6rienr \ TdHpse , et ritue ^ |^r 
^xempk , ea < , du point i^, oomme centre avoc un rayoa 
egal au grand axe 2 ^^ ^ on decrira un arc de cercle ; do 
point t , comme centve avfc im r^yotf < J)^ , on dtoira un 
autre arc de cercle qui coupera le premier en K* Menasi F^Kj 
le point M sera le point de tangence ; et , joignant ilf et / par 
vne ligne droite , pki.«ii!ra la taogienta demand^« 
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En effet y d'apr^ cette constructiott » t /* = ^ /ST , de plus, 
PM+MF=z2jl, etF'M+MKzAZji:(mA4Me 

MF=: MK. 

La ligne Mt est done p^rpendicuUire sur le milieu de FK s 

« 

done les an^es FMT , F'Mi ^ sont ^gaux > et k droite tMT 
est tangente k I'ellipse. 

Les eerdes d^rils des points f tXt ^ ebmme centres > se 
ooiipent en demc points. Cette eonstruction domvefa hds devdc 
tangentes ^ue Toa peat meaer « TellipBe par Hn point exti^ 
rieur. 

De V Ellipse rapport^e tt ses Diawthtres ton^ 

fugue's. 

i38. On a appel6 diam^tre^ n^. 118 j toate droite men^^e pw 
le centre de la courbe. Cette definition he serait plus applicable 
aux courbes d^pouryues de centre* Cependant ees courbea ont 
aussi des diametres. Pour les comprendre dans une m^me defi-* 
nition^on peut appeler diametres des droites qui partagent 
en deux parties ^gales les parties d'un syst^me de droites pa- 
ralleles comprises dans la courbe. 

Deux diametres seront eonjugnds , lorsque chaciin d'eoi^ 
divisera en deux parties ^gales les droites menses parali^k^ 
mfent i I'autre. 

Les axes forment done un syst^m^e diametres conjugal 
rectangulaires. Ces deux diami^tres se coupant 4 angles droits , 
et I'^quation de la courbe rapportee 4 ces lignes ne renfermant 
que les parr^s des variables et un terme connu , chacun d'eux 
divise la courbe en deux parties 6gal6s par superposition, 

Le centre est un point situ6 dans le plan d'une courbe y 
4$ &1| que) si pat ce point Ton ni#n|} utii^dfoite qudOdiique^ 



y 



\ 
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la partie de sa direction comprise dans la cdurbe y sera divis^e 
en deux parties egales. 

De cette definition il r^ulte que , si la courbe a un centre ^ 
tons les diam^tres passent par ce point. En efiet , soit C le 
centre ^ AB un diam^tre, "DE la direction des paralleles qu'il 
divise en detuc parties Egales , les deux points get c seraient 
le milieu de <f 0' ; ce qui est absurde. 

On se propose de reconnaitre si Tellipse a plusieurs sys- 
t^mes de diametres conjugues , et quelles sent leurs posi- 
tions. II est visible que I'^quation de Tellipse rapport^e- k 
des diametres conjugues conservera la m^me forme que par 
rapport k ses axes j puisqu'en la r^solvant par rapport k Tune 
ou k Fautre des variables , on doit tFOuver deux valeurs Egales 
et de signe contraire. II sufBt done de determiner les divers 
syst^mes de coordonn^es^ relativement auxquels I'equation 
sera de la forme 

de plus 9 Gomme les diametres conjugues » s'il en existe , 
doivent se couper au centre de I'ell^ipse , il suffira d'em* 
ployer les formuli^s 

"$e =: ^' cos « -f- j^'- cos «', y^^x^ sin « + y' sin J, 

qui servent k passer d'un syst^me de coordonn^es rectangu- \ 
laires k des coor^onnees quelconques qui ont la m^me origine. 
En substituant ces valeurs de x et dey dans I'^uation de I'el* 
lipse^quiest ^ ^ 

clle devient ' 

{(-r^*sin»«'+5*cos»«')/^»+(^*8in V+i!»co6*^)x'* \ _ . 
4- 2 (-rf'sin « sin «^ + fi» cos •* cos *') x'/ /"" 

3?our que cette -equation soit de piSme forme que celle qui 
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fest relative aux axes , il faut qu'elle ne conlienno point le 
rectangle x^y* des coordonnees. II faut done profiter de 
rindetermination de « et de «' pour faire disparaitre ce 
terme , en rendant son coefficient nul ; ce qui 'donne In 
condition 

( 2f ' sin « sin «t' •]- £^ cos « cos «t' ) =: o ,^ 

jct r^qpation de la courbe devient y 

(^'sin*iK'+5»oosa«'y»+(^»sin»*+5*cos*«)a;'*=:^*jB«, 

139. CheTchons a interpreter les resultats que noils venons 
d'obtenir. La condition qui existe entre ^ et «' ne suffit pas 
pour determiner ces deux angles \ elld fait s'eulement connaitre 
Fun d'eux quand I'autre est connu. On pent done prendre I'ua 
des deux k yolonte y et par consequent il existe une infinite de 
•ystdmes de coordonnees obliques tels que ceux que nous 
«herchons. 

tJn de ces syst^mes est celui mdme des axes del'ellipse ; car 
la relation de « et de J est satisfaite quand on suppose 
sin « = o ^ et %)S «' =: o ; ce qui fait coi'ncider les ^' avec 
les X y et les y^ avec les y. Aussi , par ces suppositions , re- 
. tombe*t-on sur I'^quation aux axes. On satisferait encore aux 
conditions donn^es ^ en faisant sin a' zzo , cos « :^- o. Ce qui 
donnerait encore Tequation aux axes , avec cette seule dif- 
ftrence j que les x' comcideraient avec les y , et les y[ avec 
les 27. 

Ce sent la les seuls syst^mes de diam^tres conjugi;6s 'qui 
puissent ^tre reiJtangulaires* En eiFet , supposons qu'il y en ait 
d'autres , ils devront , ainsi que les precedens , satisfaire a la 
condition «' «- «t =^ 100* ou «' ;= 100 + « , ce qui donne 

sin ct':=:sin (1 00^ -|- «) ac sin 100^ cos «-f- cos 100'' sin az:zco8 » 
cos«f'fi5cos(ioo* -}" **) = ^'S io<^° ®^* * + sift 100*^ sin*=:-^sintfj 



\ 
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or y ces vafeors 6tant substitudes daHs F^qoation de con- 
dition 

Raisin * sin «^ 4- jfr co8«cos«i'=o, 

elle devient 

i u^« — 5* } sin « cos « = o ; 

et com me on ne pent pas disposer des quantit6s ji et B qui 
sont donn^cs par la nature de rellijAe que I'on considdre , on 
ne pent y satisfaire que faisant sin 4( rr o ^ du 60s « = o , 
suppositions qui nous ram^nent prdcis^ment aux deux cas 
^ue noud venous d'examiher , et qui nous conduisent toujour 8 
k liquation aux axes. 

Si Pellipse se changeait en uh cerde y on aurait A'nB $ 
et I'^quation se trouverait satisfaite d'elle-inemd , quelque 
valeut' que Ton youlM donner k Tangle «. Ainsi^ dans le 
cercle , tons les systdmes de diam^tres conjuguds sont rec- 
tangulaires , au lieu que dans I'ellipse les axes seuls jouissent de 
cette propri6t6. 

1 40. En faisant successivement ^'zr o , x' = o ^ on aura les 
distances de Porigine des coordonnees aux points dans les* 
quels la courbe coupe les diam^tres auxquels elle est rapportee. - 
Si on reprcsente ces distances par A^ et B^ , la premiere ^tant 
compt^e sur I'axe des x\ et la seconde sur* I'axe des ^' , on 
trouve 



^»sin*«+jB»co8?-t* . ^'8in'«' + fi»cos*" 

et I'equation de la courbe devient 

A'-f^+ff^xl-'z^iA'^ B'\ 

U A% 2 B' 9 repr^sentaCit les longueurs des deu3t diamietres 
conjugues. On appelle parametre d'un diamdtre une troisieme 
proportionnelle k ce diam^tre et a son conjugu^ : d'apres 
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cela, eslle paramctre du diametre 2 u^', et —• est cr- 

lui deson conjugue 2 5'. Nous ne ferons pas un usage particu- 
lier de ccs quantites , et nous n'en parlons que parc^ qu'ellcs 
fiont frequemment employees dans les trailes synth^liques. 

141. Si I'on multiplie Tune par I'autre les valeurs de -^'» et 
de ^'», il vient 

^4sin»«'sin'*«4.^»^*(sin'«cos*«'-f.cos'^sin'«')4-54oos'<«cos*<»' 
rcsultat qui pent se mettre sous la forme 

(^"sin a' sin *+i>^ cosa'cos«)*-|-^'^*sin"(a' — «e) 

La premiere pai^edu denominateur s'evanouit en verlu de la 
relation qui existe entre «' et « ^ ,et en reunis^nt les aulres 
termes j on a simplement 

sm* («' — tt) ' 

qui donne 

^fi = ^'5' sin ( *' — « ). 

l^angle a! — tt est celui que fornienl les deux diametres conju-* 
gties entr'eux (fig. 48 )• Par consequent , A^B^ sin ( «' • — « ) 
cxpl'ime Taire du parallelogram me AGR!B^ : cette aire est 
cfonc^gale au rectangle -^C/?i?ibrmesur les axesj d'oiiresullo 
ce theor^me que , dans V ellipse , le parallelogramme cons * 
truit sur deux diametres conjuguis quelconques est equipa-^ 
lent au rectanglS constvuit sur les axesi 

' Cette valeur de AB etant substituee dans les expression d 
de A^^ ct de B^*^ clles donnent 

jB'* sin' ( «' — u)zzL A^ sin* <« + J? cos» « 
^'* sin. ( «'— ^) = ^» sin* •' + JJacos" a!' 
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Ces equations peuvent se niettre sous la forme suivante : 

J5'' ftin* {J — «)•= ^> sin* « (sin* «*^4- cos' «') + B' cos* « (sin' a,' + co^» «') 
^'* 8in'(«' — #•) =z ^» sin* «' (sin' u + cqs' « ) + iJ' cos' «'("»* « + cos» ^ > 

£n ajoatonf crs Equations ^ ct eiFectuant les multiplications in- 
diquees , onlrouve 

(ui"+£")8in'(«'— *)=(^»+5') (sin'-cos'-'+cos'-esin'*') ^ 

-^uA^ain^ tain* tt''\-2B'* cos' ttcos*»'. 



line manque au coefficient de ^"-j-f qu'un termepour ^tre 
egal k sin' (jt' — « ). En le completant , I'equation pr^cedente 
devient ; 

(^" + 5") sin' (•' --It) = (ui* + J?' ) sin' («'— «) 
+ 2 sin ce sin «' ( j4a sin « sin ct' 4- B* cos « cos ce ' ) 
-f<- 2 co^ a cos a^ ( A* sin et sin a' + ^ cos a cos cc'). 

La partie ind^pendante dc sin (a'— «) s'^vanouit d'elle- 
m^me en vertu de Pequation de condition entre « et « ' ; et , 
en divisant le reste par le facteur comnjun sin* («' — ct) , on 
troiive 

cest-a-dire que ^ dans F ellipse , la somms des carres de 
deus diamhres conjuguis est iaujours egale it la somme 
des carres des deux axes. «. 

142. Les Irois Equations /^ 

A^ tang a tang J -+* 5*=ro 
AB^A'B' sin { a' -^ a) * 

sufllsent pour determiner trois quelconques des six quantites 

A,B ,A\ffa,,a\ 
, lorsqu^lestroisautres sont coiinues : elles pt;uvent par cons^« 
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quent lervir k resoudre toutes' les queslions relatires k la to^ 
cherche des diamdtres con) ugues , quand on conuait les axea ^ 
et r^ciproquement. 

1 45. £n coraparant la premiere de ces equations aveo la re* 
lation trouvee dans I'art. 1:24 > pour que deux^droii^s ipo* 
n^es des deux extremites du grand axe se coupent sur Tel** 
lipse , on voit que les angles a, «' , satisfont k cette condi- 
tion. II est done tou jours possible de mener y par les deu^ 
extremites du grand axe , deux droiics qui s6 coupei^t nwp 
I'ellipse, et qui soient paralleles a deux diam^tres conju<% 
gues donnes ; ce qui s'accorde avec ce qu'on a vu dana 
I'art. i3i. 

De la il r^sulte un mo^en Ir^s- simple de trouver deu:^ 
diametres conjugues qui fassent entr'eux un angle donn^ , 
en supposant que Ton connaisse les axes de 1' ellipse. 

Sur i*4in de ces axes on decrira un arc de cercle capable de 
Tangle donne. Par un des ^ints ou cetarc coupera I'ellipse, on 
menera aux extr6mit^s de Faxe des cordes supplementaires y 
clles seront paralitica aux diamatres cherchcs. Ainsi , ea leur 
men ant des paralliles par le centre de I'ellipse , on aura ces ' 
diametres. 

On fer^ cette construction sur le grand axe , si TaDglq dopni 
est obtus ; sur le petit , s'il est aigu. Jliorsque cet anglf; sor* 
tira des limites assignees pour les diamdtres conjugues , le 
probleme sera impossible , et Fare du cercle ne coupera pas la 
cQurbe, 

Jl est visiblp qv^ cette construclion s'accorde avec Icf 
dquatipns preqedentes et avec les considerations de Tar-* 
tide 124. On pourrait aisement la traduire en analyse; et, 

m 

en la con;)binant ijvec Tcquation de I'ellipse y on trouverajC 
le uombre des solutions et Its conditions d'impossibilit^. 
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Je laisse cette recherche a faire aux cleyes qui voudront 
s'exercer. 

144. Si I'on deniandait que les diametres conjugues cherchcs 
f ussent egaux entr'eux , on aurait , en egalant les valeurs trou- 
vees dansl'art. 141 , 

A^ sin* (X + 5* cos* tf z=: A^ sin* «' + 5* cos* « ^j 

d'ou I'on lire 

sin* fit =: sin* «', cos* et =3 cos"* «', 
el en£n 

sin a = :±:isiH a', cos « =:±:cos «'. 

On ne pent pas prendre ces valeurs avec le mdme signe y parce 
que I'^quation 

A^ tang « tang oe' + jB* = o 

exige que tang a et tang ct! soient de signes contraires : il faut 
par consequent qu'on ait • 



ott bien 



sin a = sin a!'y cos «= — cos «', 



sin« =-— sin a\ , cos a =: cos ctf* 



Mais il est aise de voir que ces suppositions conduisent au 
nieme syst^me de coordonnees ; et I'equation prec^dente donne 
tou jours' 

tang**=:r±: — , 

le signe inferieur 6tant relatif a un des diametres , et I'antre k 
son conjugue. Si done par les extremites des axes de 1' ellipse 
on m^nedes cordes J3C, B^C{ fig. 49 ) , les diametres paral- 
leles k ces cordes seront conj ugues et egaux. 
'L'ellfpse rapportee h ces diametres a pour equation 
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qui est analogue a celle du cercle entre les coordonnees recta n- 
gulaires. 

145. Parmi toutes les cordes menees des extreinitet 5, 5'de 
I'axe a un meme point de la courbe^ BC et B^C sent celles qui 
comprennent le plus grand angle : par consequent. Tangle 
obtus , fotme par les ' dianaelrjes conjugues egaux est? le 
plus grand de tous ceux qui sont formes par deux diametres 
conjygues. * • 

146. Reprenons maintenant I'equation 

Four plus de sioiplicit^ y nous supprimerons les accens des 
variables a;'; j^'9 en nous rappelant toutefois qu'elles se couiptent 
sur des axes obliques j et nous ecrirons 

Cette relation etant absolument de memo forme que c^lle qui 
est relative aux axes , loutes les proprietes independantes de 
rinclinaison des ordonnees seront communes aux axes de Tel- 
lipse et a ses diametres conjugues. 

Ainsi chaque diametre divisera en deux parlies egales les 
ordonnees paralleles a son conjugue; mais coinme iis ne sont 
pas a angle droit I'un sur Tautre , \^ courbc ne sera pas synie- 
trique de part et d'autre de chacun d'eux. 

De plus y la valeur de y* etant 



y 






A 



on aura, en nommant jk", a?" , les coordonnees d'un autre 
point de la courbe , 

/■'» ~ {A' + «") {A' — a") ' 
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*^' 4" ^ >, -^' — *? •^'^^ ^* dislaiioes du pied de rordonn^tf 
JS^P aux extremites B ^ & « du diam^tre ^^j? ( fig. 5o ) : les 
caYrds des ordonnSes aux dianietrea con j agues sont done 
proportlonnek aux ptoduLts dea segmens ■ qu'elles forment 
6ur ces dlanietres. 

147. On tire de la un moyeti fort simple de decrire une 
.ellipse lorsqu'on connait deux de Jies dia metres conjugued 
^A^ , iB- -y et Tangle quails font enlr'eux. Sur le premier , par 
exemple^ on decrira une ellipse doUt lesaxes soient a^'et 2/?; 
ensuite on inclinera les ordonnees NP > JV'P^. sous Tangle 
donne > sans change]^ leur longueur y et les points M, M', 
irouires par ce precede , appartiendront a la oourbe chei'chee. 

148. L'equation dt la ligtib droite etant de meme forme entre 
des coordonn^es obliques qu'entre des coordonnees rectangu^ 
laires , la combinai'son de la ligne droite et de Tellipse. rap- 
portee a desdiametres conjugues dcpendra des memos formules 
que dans le casx>u cetie courbe est rapportee a ses axes ] et Ton 
obtiendra par consequent 9 dans ices deux syst^mes , des re- 
sultats analogues. 

Nommons ^ Tangle que forment entr^eux les diamelres 
conjugues 2 ^'. et a^' ( fig. 5i ). Si par le point D , pour le- 
qiiel y zz: Oy et X = -*df' , on mene une ligne droite qui fasse 
ftvec Taxe AX uh angle a,M tesulle de Tart. a5 que son equa- 
tion sera de tette forme 



sm (y3 — tt) 



Si 9 pal" le point D , pour lequely = o , et a? = — A* y on 
jnene line autre droite dont a^ soit Tangle avec Taxe des x y on 
aara 



sin '«' 



ir^a'/^ + A') a'z= , 
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Four que Ces droites se coupent $ur TelUpse ^ il £ii;idrt ^mbi- 
ner leuis equations avec la suivante 

qui app^rtient k cette courbe : mais le sysUme dit-ces ^tUBr 
lions etant le m^me que dans Tart, i^^y le x^sultut entre a et m.' 
sera aussi le mdme , et il viendra * 

pour la condition que les droites se coupent surTellipse. Mais 
ici a et a' ne desigiient plus les tangeniestrigonom^triques de/ 
angles que ces droites font avec. Taxedes ^ ^ «lles ^cprunent 
les rapports des sinus des angles qu'elles Font avee les deux 
axes des coordonnees. * - 

149 « Sil'on veut mener uue tanganie i P^liipse -par un de 
ses points , en nommant x" , y*', ses coordonnees rapporlees 
aux dianielres , on aura 

La tangente ^tant une ligne droite « et devant passer par ct 
point , ^n Equation sera de cette forme 

y^yf^a{x — x"), 

a etant une constante qu'il sVgit de Jclermioer. 

Pour y parvenir y on coxnJbinera les deux .<^qu«i^pns j>r«qe- 
dentes avec celle de I'ellipse 9 qui e^t 

en raisonnant comme dans I'art. 127 •, mais le systSme-des^or- 
mules oiii[JlDyees'elanl aussi le nteme, on Irouvcra , comme 
dans cc cas , 
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et Tequalion de la tangente deylendra 

t 

ou , en redaisant 

c'est-a~dire qu'elle aura la m^me forme que dans le cas des 
axes. 11 est visible que Texpression de la soutangente qui s'en 
deduit sera aussi la m^ine* 

• i5o. Si , par le centre de I'ellipse , qui esSt aussi Potigine des 
coordonnees » on mene une ligne droite , son equation sera de 
cette for JUiO 

Si cette droite passe par le poiat de tangence , il faudr^L que 
Ton ait 

x" 

Cette valeur de a^ etant multipliee par celje de ^ > qui convient 
^ la tangente , il vient 

En comparant cette relation avec le resultat de Particle prece- 
dent, on voit que le point de tangence est sur une ellipse 
rapportee a des diam^tres con j agues par alleles h. ceux dela 
proposee , et dont le rapport est^e menie. Cette ellipse passant 
par Torigine des coordonnees et par le point ou la tangerile 
rencontre Taxe des x , un de ces diametres est la di^ance de 
ce point a I'origine, 

i5l. Ceci fournit un moyen de mener une tangente a I'el- 
Hpse par un point pris sur cette courbe , sans connaitre ses 
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axes ( fig. 52 ) '^ car , si de ce point M^ pn mene au centre 
le diametre ^Af , el que, par I'extrdmite Z>' du^iametreZ)/)', 
on mene D^N parallele k AM y MT parallele 4 DN ^ sera 
la tangente demandee. Gela »e prouve aisement en appliquant 
ici le rai^nnement dont nous avons fait usage dans I'art. I2<^, 

Les donnees employees dans c6tfe construction sont un dia«> 
metre DJ)\ et le centre A. Or j ces deux choses sont faciles h, 
determiner , lorsque Fellipse est donn^e \ car soit AB une 
portion d'ellipse, menez deux paralleles quelconques terminees 
a la courbe , et par le milieu de ces lignes menez une droite^ ce 
sera un diametre qui passera oonsequemment par le centre, 
Menez deux autres paralleles dans une autre direction , vous 
aurez un second diametre , qui passera aussi par le centre. Et 
ainsi le centre sera determine par Tintersection de ces dia- 
meti'cs, 

i52. Si I'on m^ne le diamdtre ANV parallele k la tan- 
gente MT , la tangente au point J/' sera parallele a D'iV", 
et par consequent a AM : les deux diametres AM , AM'^ 
seront done con jugues Tun de I'autre , et Tangle M^AM, 
compris entr'eux , sera egal a Tangle D'ND forme par les 
deux cordes supplcmentaires qui leur sont • respectivemcBt 
paralleles. 

Ainsi , pour avoir deux diametres con jugues qui fassent entre 
eux un angle donne , il faut , sur un diametre quelconque DD*, 
d^crire un arc de cercle capable de cet angle (fig. 53). Par le 
•point iV, ou Tare coupera Tellipse , on menera aiix extreuiites 
da diametre les cordes DN, Z)W, qui seront respectiveiiient 
paralleles aux diametres cherches ; on pourra done nicner 

ceux-ci, puisque le centre de Tellipse est d'ailleurs'connu. 

m 

i53. Si les diametres demandes sont les deux axes de Tel- 
lipse, leur anglfe est droit, et Tare de cercle devient concen- 
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irique 4 la (k^urbe (fig. 53). Ainsi^ pour llrouvef les axes d'ane 
•llipse donn^e^ lorsq,ue I'on oonnait son centre, 41 fauf, sur un 
quelconque de ses diam^tres , decrire une clrconfcrence de 
cercle; par un des points d'intersection mener des cordes aux 
cxtremites du diamdtre , et par le centre^ des paralldles a oes 
cordes t ce sluront les axes demand^s« 

i54* II serait facile I en suivant la marche que nous aVons^ 
teiiue y de rerenir de I'^quation 

relative aux diam^tres conjugu^s , k celle qui appartient aux 
axes : on retomberait ainsi sur les relations que nous venons 
d'etablir , et il devient par consequent inutile que nous nous y 
arr^tions plus long-temps* 

* Sur V Equation polaire de V Ellipse , et sur la 

Mesurb.de sa surface. 

/ 

s 

^ x55. Dans ce qui precede, nous avons dcduit de la seul* 
equation de y&llipse les diverses circonstances qui la caracte- 
risent : rdciproquement , une seule de ces circonstances nous 
veconduirait a son equation. 

Proposons-nous , par exemple, de t^aver une courbe teller 
que la somuie de&distances de chacun de ses points a deux points 
donnes soit constante et egale ka A, 

Soient F^ F\ les points donnes (fig. 54). Plains I'origiiie 
Je» abscisses en .^ ^ au milieu de la ligne J^f , que nous fierons 
egiale a 2 c; et supposant que ilf aoit un point de la courbe , 
nomnions AP,x\ PM, j, et designons par Sy ^ y-les distances 
FMeiPM- nou3 aurons pour les equations du probUme^ 

z^ =r^» + (c — x)», -e'* =:^» + (/J + ;t)% 
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Ajoutons et retranchons successivemcnt Jes detdc prcmi^rea 
equations membre k membre , il viendra 

jf» + «'* = 2 Cy* + a;» 4- c»), j»'> — jp» = 4 car. 

La seconde peut se mettre sous cetfe forme^ 

(^'-|-z) (V — ^) = 4cj;. 

Substitaant pour z^ z' sa. valeur tiree de I'equation 

z' +Z=Uji, 

il vient 



^ — s=- 



A ' 
d'ou Ton ti«; 

Mettant ces valeurs dans I'equation qui donne is'* + **> *^ 
vient 

« 
ou ' 

^' (y* + ^')— ^* ^' =i= -^^ (^' — c*). 

I 

Lorsqu'on fait x nul, cette equation donne 

Cast le carre de Tordonnee^e fei eourbe a Toriguie. Comme c 
- est necesdairement moiadre qufe ^ , d'api^a \t^ donn^es d^'la 
s tjuestion , cette ordonntjo est reelle , et en la representant 
par j9, oq a 

i5^ = ^» — c\ 

* Si Ton tire de ce resaltat la ralcurde c , et qu'on la substitue 
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^ dans r^quation de la courbe , cette equation devient 

qui est I'^quatbn d'une ellipse rapportee au centre et 2 ses 
axes* 

1 56. Avant qu'on eiit elimin^ les quantites ^ et z'^ Fellipse 
^tait aussi bien caracterisee par Tune ou Pautre des Equations 

que par celle a la quelle npus sommes parvenus ensuite; car let 
distances z et s' etant variables en m^me-temps queTabscisse x, 
peuvent convenir suocessivement a tous les points de la courbe ^ 
ct servir a les determiner lorsque x est connu. On peut done 
regarder les;variables ;s et j; , ou jbp' et a:', comme for man t un 
Veritable syst^me de coordonnees qui'ne sont plus rectangu- 
laires; inais ijl faudrase rappeier que ces coordonnees partent 
' toutcs'du m^me point : de i^, par exemple , si Ton prend 

r^quation _ 

■ — » 

ex 

et de JP, si* I'on emploie la seconde 

. ex 

A 

Si Ton veut aussi compter les abscisses k partir du m6m« point , 
que. I'on prend pour I'origiAe de? z- ou «', il faudra faire une 
nouvelle transformation ; par exemple, si Ton veut que ce 
soit a partir du point F\ en noramant x^ une nouvelle absciss© 
telle que i^P, on aura " - 



/ * 
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ec qui donne 

«' = -^ + c -i — ^ • 

ji 

Dans le second cas , si I'on nomme x^ une nouvelle abscisse 
telle que FP^ on aura 



ce qui donn^ 



a:'=a;*— cj 



,=^_c<i^:+f) 



Xies x^ positifs de la premiere de ces suppositions donilent 
pour z' les m^mes yaleurs que les jc' negatifs de la seconde , et 
reciproquement , parce que la courbe etant sym^lrique de part 
et d'autre de I'axe des y, les points qui correspondent a des 
abscisses egales et de signes contraires sont situes k des dis- 
tances egales des foyers opposes. 

157. Lorsque les lignes variables auxquelles une courbe est 
rapportee partqnt toutes d'un m^me point , comme dans le cas 
actuel 9 on leur donne le nom de coordonndes polaires : I'equa- 
lion polaire de I'ellipse est done, en pla9ant IWigine au foyer jP, 

A 

On pent lui donner une forme tr^s-elegante , en introduisxint 
au lieude x Tangle forme par le rayon & avec I'axe. Soit i* cet^ 
angle , on aura evidemment 

a: = ;8r cos V. 
Si , de plus, on fait 

* sera le rapport deTexcentricite au demi grand axe, et , par la 
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substiintion cle ces iraleurs , I'equation de Fellipse devient 

oU , en tirant la valeur de jt , 

I -^ — \, ou 

^ — ;^ 9 <^'est le demi-param^tre de I'ellipse > et la distance jt se 

nomme rayon t^cteur* Cette forme est fr^quemment employee 
dans I'astronomie. 

On deduirait directement ces resultats de liquation de I'el- 
lipse rapportee aux coordonn^es rectilignes 9 en y substituant 
au lieu de x ety leurs valeurs exprim6es en fonction du rayon 
vecteur jf etde I'anglei' forme par le rayon vect^ur avec le grand 
axe. En effet^ on a vu dans Farticle 86 , que g^ncralement ^ 
pour transformer des coordonnees rectilignes %t rectangles en 
coordonnees polaires , on avait entre ces deux syst^mes le^ 
relations 

« :5= a;' -|r « gos f 

y sz y -^^ z %\n V 

a/ ety etant les coordonnees rectangulaires dil point que Ton 
veut ohoisir pour p^le ^ introduisant ces valeurs diin« Tequation 

^» j» + 5» x^ = A^B^, 

die devient 

^'a»sin» v + iA*y^S9iaf + Ji*y* ^A* B^ (l) 
C'est i'equation polaire la plus generale de Fellipse , et Ton 
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en pt>urrait deduire toutes ses propri^t^s aussi fadlement qu« . 
nous I'avons fait avec Fequation en coordonnecs rectangulaires. 
En eiTet , supposons d'abord que le point choisi pour p61e 
soit un des points m^mes de I'ellipse* Alors ses coordonn^es s' 
ctj' devront satisfaire k I'equation de cette courbe, c'est-^-dite 
qu^il J aura entr'elles la relation 

.^« /. + 5' a:'. = ^" 5% 

alors I'cquation (1) devient 

(A* sin' 1^4" -8* cos' v)s*-{-2 (-<^»^'sin v^lB* x' cos v)z=: o, 

elle est done satisfaite quand ^ = ^ c'est-^-dire que I'une des 
deux valeurs du rayon vecteur est toujours nulle , ce qui e«t 
evident de soi-m^me. Supprimons ce factcur , il reste 

2 Qj4*y sin f' 4" -B*^' cos p) 
A^ sin* p '■{' B^ cos* *' 

<^«stla seconde racine de requation(i), car i] est visible que 
cette Equation ^tant du second degre ^ a n^cessairement deux 
racines qui sont les deux rayons vecteurs que Ton pent mener 
a la courbe , d'un m^me point et sous le ni^me angle V4 

Si Ton voulait que cette seconde racine fut encore cgale II 
z6ro comme la premiibre , le rayoh vecteur deviendrait tangent 
i la courbe; mais cela ne pent arriver pour chaque p61e quQ 
d'une seule manidre ^ et dans une scule direction , car cett^ 
condition exige que I'on fasse 



^* y' sin f' -f- 5* «' cos f' s= o 



ou 






la valeur de tang v etant unique , elle ne pent appartenir ^'a 
deux angles, dont les valeurs soient supplemens I'une de I'auire , 
«t qui^irigeront toujours le rayon vecteur suivant la m6mo 
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droite. En effet , cette valeur de tang v est precisement celle 
que nous avions lrouv6e page 147, pour exprimer la tangente 
trigonotnctrique de Tangle que la tangente a im point quel-* 
conque de I'ellipse forme ayec le grand axe* 
Generalementy si dans la formule 

2 {A* y' sin t^ -f- J5* .r' cos *») 
A* sin* V -|- B^ cos' y 

on met miccessivement pour v toutes les Valeurs que peut 
prendre un angle depuis ^=0 ju^que p = 400°^ on aura pour 
z autant de valeurs diff(^rentes qui donneront autant de points 
de I'ellipse, et qui permetlront de la decrire entierement. 

Mais ici 9 comme dans tons les cas ou Ton ^ eniploie des 
coordonnees polaires , il y a une remarque importante a 
faire , c'est que « lorsqu'on fait varier les angles d'une ma- 
niere continue de 0° k 400°, ce qui est avantageux pour Pin- 
terpr^talion des formules , il faut n'eniployer que les valeurs 
positives du rayon vecteur et rejeter toutes les valours nega- 
tives. 

Pour prouver cela en toute rigueur , il sufiit de reprendrc 
les equations 

j: = ^ cos V y^zzsmi^f 

quicxprimcnt lesvaleursde iap,j, enfonction du rayon vecteur jf 
mene depuis Forigine , et en fonction de Tangle c^ que forme le 
rayon avec I'axe dcs .r ; il est visible que si Ton fait varier i» 
depuis o jusqu'a 460°, en observant , comn^e on doit le faire , 
de donner "aux sinus et aux cosinus les signes qui leur con- 
viennent dans les differens cadrans , les valeurs de a; et do j' 
passeront successivement par toutes les combinaisons possibles 
de signes 9 et pourront ainsi appartenir successivement h tous 
\g^ points de I'espace , en donnant des valours diverses*, mais 
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poaitires au rayon vecteur z ; mais au oontraire , si Ton voalait 
que M changeAt aussi de signe avec f' , on ne pourrait pas ap* 
pliquer ces formulea A tons les points de I'espace , k nioins de 
limiter les variations de ^ , par ezemple depais ^ == o jus<- 
qu'a f =: 200*, supposition bien plus compliqu^e que la pre- 
c^dente , puisqu'elle exige^pour le changement de signe des . 
precautions particuli^res que I'on 6vite en donnant k I'angle v 
toutes les valeurs de o 4 400^. 

A cette demonstration rigoureuse nons joindrona la raison 
mitaphysique pour laquelle on ne doit point changer le signe 
du rayon vecteur je , quand on change celui de sin ^ et de 
609 f • C'est que les changemens des signes algebriques ne 
doiyent £tre eniploy^s dans la geometrie que lorsqu'ils expri- 
inent des oppositions de directions , et qu'ici cette opposition 
n'a pas lieu relativement au rayon ve^eur js ^ qui se compte 
toujours sur la tneme droite , dans le m^me sens 9 et k partir 
du m£me point ; mais eli| a Heu pour le cosinus et le sinus d« 
I'angle v , qui changent de signe dans les differens cadrans , 
parce que leur direction s'y trouve oppos^e a ce qu'elle ^tail 
d'abord. ^ 

Aprds cette discussion ^ je reviens k Fdquation 

a(^*7'8in*' -f"^*^cos^) 

ji^ sin* ^^ + JB* cos* p 

et pour y mettre en Evidence la ni^cessit^ du choix que noua 
Tenons d'indiquer entre les yaleurs. positives et negatives de s » 
supposons que le p'61e pris.pour I'origine soit precisement 
Textr^mitd du grand axe qui est situ^ du c6t6 des x positives. 
Pour introduire cette supposition » il faudra faire dans notre 
« formule 

ys=o x^z^A, 

la 



1; 
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et alors elle deviendra 

2 AB^ cos ♦' 






tantquePangle ('sera cooipris entre o et r±;ioo^| lesvaleurs de z 
seront negatives , et par consequent ne devront pas 6tre cons- 
truites; ou, ce quirerient au m6nie^ elles montreront qu'aucun 
point de la courbe ne sera situe entre les limites comprises par 
ces angles. Au contraire , quand (^ surpassera =±: 100^, le rayon 
vecteur x sera toujours positif ^ et donnera des points reels de 
la courbe. Tout cela est , en effet , conforme a la nature dfe 
I'ellipsc* Si a rextr6mit6 de son grand axe on lui mene une 
tangente qui sera perpeudicnlairea Paxedes j;^ tous les points 
reels de la courbe seront situes en-de^i de cette tangente, aucun 
ne sera situe au*dela. 

Reprenons maintenant I'equation gdnerale (1) ; mais au 
lieu de .supposer le p61e place sur nn point de la courbe , 
8upposan84e plac6 dans un desfoycrsr'^ Pellipse, par exemple 
dans celui^ dont les coordonnees sont "^ 

En substituant ces yaleurs dans Pequation (i) ^ elle.deyient 
{A^ sin* V + JS^'cos* v)z* -{-uB^ x^ coBif.xr=: + J?4, 

Si on la resout par rapport ^ £ ^ on troure sous le radical k 
quantity 

. J?4 {A^ sin* <^ + J}» cos* 9) + J94 'a?* cos V^. 

qui , en mettantpour *'• da Valeur A^ — 5*, se rfedult Ik 

A^ B^ (sin* V + cos* v) omA^ B^ , 

oe qui donne pour s ces deux Valeurs rationnelles* 

B^{x*co^v—A} ^ B^{x^Qo%p+A) 

>i'sinV+i?*cos*i/ ^"sin'^-i-^^cosV 
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Ces deux valeurs peuvent encore dtre luises sou» une forme 
plus siuiple , car on a .. 

^•smV+5*co8V=^*— (^*— J5*)co8V=i:ui*— -tf'^cosV* 

Or , la quanlite A'^ — jc'* cos" v est le produit des deux fac- 
teurs ^ — J?' cos Vy -rf + ^' ^* *'> ^* chacun de ces facteura 
/se trouve aussi au numerateur dans I'une ou I'autre des deux 
expressions precedentes de~^ ; ainsi en le suppri&iant^ on aura 
pour z ces deux expressions plus simples r 



^ -f- a/ cos ^ A-^ocf tiQ^u 

Examinbiis d'abord la premiere. 

Nous aVons suppose V ££iK^" —B*, irfais nous n*a- 
vons pas determine le signe de I'absci&se x^ du point que 
nous cHoisirons pour pdle et auquel Torigine est transporlee ; 
8upposons-le positif ^ alors Torigine sera au foyer dj3 la courbe 
qui est sitae du c6t6 des abscisses positives ; dans ce cas afi 
etaitt moindre que ^ ^ le produit de af'; par C09 v qui est 
toujotirs unefraction, sera aiissicbhstammentraoihdre que yi ;• 
ainsi quelque changenieht' de signe que cos f> subisse dans leg 
differens cadrans, le denomihateur -^ + ;r' cos t' restera tou- 
jours positif; et comme le nuriieraleur jS* est constant, et na 
change pas de signe, on voit que le rayon vecteur ji donn6 
par cette preriiiere racine sera toujours positii ; il donnera 
done toujours des points r^els de la courbe , et la symetrie 
des valeurs de jv 00s ^ ati-dessus et au-de8jK)tn du diam^tre 
montrd i^ue la courbe s6ra sy'ffi^trique au-deistr£f et atr-dessous 
del^axP^' 

Je dis de plus qu'elle n^aura pas d'autres poitits que ceux-Iii.' 
Gar dans la supposition de ^''positif , qui edt celle que nous 
cxaniinoris ici-, le denoitiinateut A — a:'cos ^ de I'autre racine 
sera aussi tonstamment positif ^ let par cons^uent le signe du 
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iiuin6rateur ^tant ndgatif , on voit que toutes les yalettrs de "M 
•eront negatives et devront ^tre rejetdes. 

La m^ine chose arrirerait si noua^mettions TorLgine k Tautr* 
foyer que nous supposont situ^ du c6t^ des abscisses n^atives^ 
•ar alors of ^tant n^gatif ^ les deux vakurs de r deviendraient 

^ — x' cos V *rf + j;' COS V 

et puisque x^ eat moindre que A j la premiere serait toujours 
positive et la seconde toujours negative comme auparavant. 

Si Ton supposait ^ =r J9 ^ I'ellipse deviendrait unoercle^ 
dans ce cas Tequation (l) devient| en diyisant par ujf *^ 

s"* + a («' cos ^ +y sin p) m +y* + *'* — •^' sso 

* 

•t le dernier terme devicnt independant de I'angle f . Or, dans 
une equation d'un degre queloonque ou la puissance la plus 
^lev^e de Tinconnue a I'unitd pour coefficient^ on sait que le 
dernier terme exprime le produit de toutes les racines. Ici donc^ 
le produit des deux valeurs de x est constant et ind^p^idant dc 
Tangle f , quel que soit le point choisi pour p6le ; c'est U 
propriety connue en g^om^trie relatiyement aux secantes qui 
se ooupent hors du cercle^ou aux oordes qui se ooupent dans 1# 
oercle, 

i59. Pour nerien omettre de ce.qui pent int^resser relati-^ 
vement aux proprieties de I'ellipBe, je vais donner ici U mesur^ 
de sa surface y quoique cette recherche nous ^carte un peu da 
but analytique- qua nous noussommes propose* 

I^ous avonsyu que sidu centre de I'elHpsey avec un rayoa 
^gal au demi grand axe y on d^crit une ciroon&rence de cercle , 
•t qu'oa nommo jr, Y, les ordonn^es oonespondantea dt cei^ 



/ 
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fleux eourbesi on a toujours 

^=X^» on ir^-^'^ 

Les aires de I'ellipse ct da ccrcle iont aussi dans le m£m« 
rapport. 

Pourle fairevoiri uscrivons k la drconKrence BMM^B^ 
un polygone quelconque , et de chacun deses angles menonsdes 
perpendiculaires k Faxe Bff (fig* 55 ] : en joignant les points 
oili ces droites renoontrent I'ellipse , on formera Un polygons 
int^rieur k cettc courbe; un quelconque des trapezes rNP^N^ 
de ce polygone aura pour mesure 

jPN+P'N') ^^ (,«^oi±y). 

Le trapeze correspondant PMP^AP dans le cercle^ aura pour 
mesure 

i— — J-— ,— J PP' on (jp— «Mi— -2- — 1. 

Ces trapezes seront done entr'eux dans le rapport constant d« 
Jikji. Les surfaces des polygones inscrits dans les deux oourbes 
•eront aussi dans le m6me rapport; et comme cela a lieu , 
quel que soitle nombre des c6tes de ces polygones, ce rapport 
sera encore celui de leurs limites; d'od il suit qu'en d^signant 
par eelE les aires de I'ellipso •t du cercle, on aura ^ 

JS ^ A ' 

e'est-i-dire que Taire de I'eillipse est k oelle du oerele cirooas* 
«rit comme le second axe est au premier* 



>^ 
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En designant par «* la demi-ciroonference dont le rayon 
egale i y sr ^* sera I'aire du cerele decrit sur It grand axe. On 
aura done , pour I'aire de I'ellipse, I'expression suivante 

•t lea aires de deux ellipses quelconques seront entr'elles dana 
le rapport des rectangles construits sur leurs axes* On par- 
tViendrait au meme resultat , en oonsiderant la drconfcrence 
decrite sui: le second »xe* 

La mdme demonstration ponrrait s'appliquer ii deux conrbes 
quelconques dont les ordonndes, correspondantes aux m^mea 
abscisses^ auraient entr'elles un rapport constant ; et il en r^-* 
aulte que ce rapport serait aussi celui de leurs aires entre les 
mem^s limites. 
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iSg. Ek coupantun c6ne droit, dont I'angle au centre etait 
de loo^, par un plan parall^Ie a nne de ses generatrices , nous 
ayons eu pour I'^quation de I'intetsection 

les coordonnees x ety etant perpendiculaires entr*elles, et z' 
vne quantity positive : nous avons dit que cette courbe s'ap* 
pelle une Parahole. 

Pour ayoir les points oii elle coupe Taxe des x (fig. 56 ) ; fai- 
sons J' ss; 0, il yiendra 

4r = o; 



^ 
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•'esl*i-dire que cela a lieu dans un seul point , qui est Torigine 
des coordonnees. 

£n faisant or =^ o , on aura lea points oik elle rencontre Vaxe 
des^. Celte supposition donne 

:r* = oj 

•'cst-a-dire que cela n'a lieu qu'^ Porigine, 

Ainsi la coucbe n'a qu^un point de oommun avec les axes 
des X et des^ : ce point est Torigine des coordonnees , et Ton 
voit qu'elle y est toucheepat I'iixe dea y. 

En r6splyant son Equation parTapport i j; il yient 



= s±:|/^ 



a %'x. 



*Ces deur valeurs 6tant egales et de signcs contraires, la oourbe 
«8t symetrique au-dessus et au-dessous de I'axe des x* 

X positif donne toujours y imaginaire , puisque z' est uno 
quantite positive i la courbe ne s'etend done pas du c6te des^ 
abscisses positives , et elle est Umitee ^ dans ce sens ; par I'axo 
. des^. 

X devenant n^gatif ^ on a 



K 



2 Z'X, 



Alors les valeurs de y sont toujours reelles , et d*autant plus 

< 

grandes q^e x est plus grand. La courbe s'etend done indcfini- 
ment de ce cote de Paxe des ar , et elle a la forme representee 
fig. 56. 

Puisqu'il n'y a d'ordonnees rdelles que du c6te des abscisses 
negatives, nous prendrons celles-ci pour les positives , etnoua 
aurous 
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Le Hpport du carr^ de TordoniM^ & Pabscuse 6tant , ^ttftia 
r<^quation pr^cedente, le m&me pour tous les points de la 
courbe , il s'ensuit que« dans la paraboU , les carris den or^ 
donnees sont enti^eux comme les abscisses correspondantes* 

160. La ligne indefinie AX se nomme Yaxe de la parabole; 
le point A en est le sommet* 

Le coefBcient constant 2z' s'appelle le parametre. Si Ton 8« 
reporte au n^. 98 et ^ la fig. 35^ on verra que s' 6tait la distance 
du oentre du Q6ne au plan dcs xy^ qui ^tait le plan coupant ; 
et^ comme Tangle au centre du c6ne ^taitde 100**, et qu'une 
de ses generatrices coi'ncidait avec Taxe des s , son axt faisait 
avec le plan des xy un angle de 5o^ : par consequent « la distance 
de 1 origine des coordonn^es au pied de Taxe ^tait aussi «' ; pn 
voit que, dans la parabole, comme dansl'ellipse^ le param^tre 
est double de cette distance (n^. 1 1 5). 

161. Four eviter les accena, nous ^crirons dor6navantp aa 
lieu de z\ dans I'^quation de la parabple^ qui sera ainsi ^ ^ 

Cette courbe ne s'etendant que d'on c6te de Taxe des^i 
itucune droite men^e perpendiculairement k son axe ne *peut 
diviser en deux parties egales les droites paralleles ^ ce dernier 
rt terminees k la courbe. II n'en est done pas ici comme danf 
Tellipse, qui avait deux axes dou^s de dette propriete ^ la para- 
bole n en a qu'un seul. En se rappelant la marcbe que nous 
avons suivie dans Tart. laS* relativement k I'ellipse , on prour 
vera ais^ment que la quantity y* — 2 px est positive hors de 
la parabole^ nulle sur cette courbe^ et negative dans son 
int6rieur. 

162. On peut d6crire tr^s-simplementla parabole de la ma« 
Diere suivante (fig. Sj), On portera ffur Taxe des jr ^ et ^ partir 



/ 
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ie Torigine^ une distance u^B egale k^p^on au param^re de' 
la parabole. IB'un point quelconque C $ pris Aur leni^me axe 
pour centre, ct d'un rayon 6gal k CB 9 on decrira une circon- 
fcrence de cercle. Du point P^ extremite de son diam^tre , on 
^Icvera la perpendiculaire PM\ et ^ menant par le point Q la 
paralldle QM a I'axe des x , le point M sera k la parabole. 

Car, par cette construction, PAf=u^Q, et AQ^^=^AByAPf 
d'onPM*z=:2p.AP. 

i65. On a yu y en Iraitant des sections du c^e , que la pa- 
rabole n'est qu'une ellipse infiniment alongee. Gomme cette 
analogic pent nous ^tr^ fort utile pour prevoir avcc facility les 
proprietes de cette oourbe , il importe de la vdriHer. 

Gonsid^rons done une ellipse dont les axes soient aA^^B 
(fig. 58) ) rorigine ^tant au sommel: , son Equation seva 

B* 

/=-— {2. Ax— a:*). 



Ul distance du centre de Teinpse au foyer F est l^A* — B* ; 
:v en la rctranchant de A , onuula distance AF, dont Texpression 
est 

AF=A—l^A*-^B\ 

G'est la distance du foyer aa sommet de la courbe. Intro* 
duisons cette quantite comme une constante egale k -—y il 
viendra 



A--B- = \A-JLr., 



d'ou Ton tire 



B^~Ap^ 



P 



t 
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Sabstituant cetfe valeur dant Fe^oatioa de Tellipie « ell* 
4le?ient 



{^'-4} 



y= j^ (2^x— **); 



00 , en developpant , 



'— ^{'>+^} + 



4^' 



Si dans oetfe equation nous donnons sucoessiyement a uf 
differentes Talenrs y p restant toujours le meme , noos aaroBs 
une suite d'ellipses dont les grands axes seront differens j mais 
qui auFonl la meme position du foyer JT et la m^me distance 
du foyer au soromet de la oourbe. Or, en augmentant ainsi le 
grand axe^ I'clLpse s'alunge de plus en plus, sans que les 
ordonnees de ses differens points airmen lent dans le racme 
rapport. £n effet , oonsiderons un de ces points dont Tabscisse 
aoit X y x*etant une quantite finie, et voyons quels sont les 
changemens de I'ordonnee correspondante. A mesure qae ji 
augmente^ x restant le m^me, les termes qui se trouvent di* 
vises pir ud et par ji* , dans la valeur de^* , diminuent f enfin , 
lorsque Ton suppose ^ infini y ces termes deviennentpluspetits 
que toute quantite donnee , et la valeur de jr* le reduit a soa 
premier terme ; qui est independant de ^ : on a done alors 

y^ =zZpx , 

equation d'une parabole. Jjes ordonnees de cette parabole ap* 
prochent done de plus en plus d'etre egales a celles des ellipses , 
a mesure que ^ augmente ; et Ton pent prendre j4 si grand , 
que la dilTerence soit moindre que toute quantite quelconqu« 
donnee. 
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164. D'apr^s oela , il devient naturel de penser que k foyet 
eomtnun de toutes ces ellipses jouit « dans la parabole , dr quel* 
ques propri^tes analogues , autant toutefois que peut le per- 
mettre lacorrespondance de leur forme : c est ce que le calcul 
va confirmer, comme on le verra tout-4rrii«ure, Aussi ce point 
se noiDim<e-t-il \e foyer de la parabole ; sa distance au somn^t 

de la courbe est , c'est-a-dire qu'elle est egale au quart du 

param^lre. 

x65. En oherchant les propriet^s de ce pointy il est visible 
qu^il ne faut s'attacber qu'a celles qui sont compatU)le8 avec les 
modifications que les ellipses subissent pour degenerer en para- 
boles. Far exemplc ^ on ne doit plus.chercber la propricte rela- 
tive a la somme des distances , puisque le second foyer se trouve 
eloigne indeiiniment ; mais on peut se proposer de yoir si la 
distance du foyer aux point^ de la courbe est encore exprimee j 
en fonction de Tabscisse, d'une mani^re ratronnelle. Or , il est 
facile de s'en assurer; car J^j*f etant cette distance ( fig, Sg ), 
on a 



d'oilt Tdn tii«e 



FM^ a: + J2. 



La distance d'un point quelconque de la parabole an foyer est 
done exprimee , comme dans I'ellipse , par ufio ibnction ration- 
nelle de I'abscisse. De plus , sa valeur est egale a Tabscisse du 
point que I'on considered a ugmentee ide la distance du foyer au 
sommet de 1^ courbe. Pai^ consequent , tons les points de la 
parabole sont 4 ^gale'distance du foyer et d'une ligne BL mcnc» 
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paralUlement k I'axe des y, k une distance -^ da aommet 4. 

•ette droite ae nomine la directricem 

De \k resulte un second moyen de d^crire one parabole dont 
le param^tre est connu. 

De part et d'autre du point Aj on portera sur Paxe ^X leu 
longueurs AB , AF, dgales entr'elles et au quart du param^trv 
de la parabole : le point F en sera le foyer (fig. 59). Par un 
point queloonque P de Paxe y on ^levera une perpendiculairo 
ind^finie PM'y puis, prenant la distance BP, Au point F, 
comme centre aveo cette distance pour rayon , on decrira un afc 
de cercle qui coupera la droite PAT en deux points M, m'^ocB 
points seront k la parabole. 

En efFet 9 d'apr^ cette construction, on a 

Fxr^AP + AB^'x + JL. 

On peut aussi, d'apr^s la mtee propri6te (fig. 60 )y decrir« 
une parabole par un mouvement continu. 
; Pour cela , on placera centre la directrioe BL une ^querre 
mobile EQR : puis , prenant un fil d'une longueur ^gale k QE, 
on fixera\ine de ses extr^mit^s en ^ , et I'autre en F, au foyer 
de la parabole ; on tendra ensuite le fil par le moyen d'un style 
qu'on appliquera centre la ligne QE; faisant glisser I'equerre le 
long de la directrice , le style glissera le long de QEf et dtorira 
la parabole. 

En effet , on aura toujours - 
FM+MEszQM+ME ou QI\i=MF. 
i66. n est ^^alemrat facile de s'assurer que la double or- 
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donn^e qui passe par le foyer de la parabole est egale ^ a/> , 
c'est-i-dire au param^tre. 

167. Gherchons maintenant k mener une tangente ^ k para- 
bole^ dent ^equation est 

Soient x^^,y*, les coordonnees du point de tangenoe qoi est 
suppose doime , on aura 

et la tangente devant passer par oe point, son Equation sera 

de cette forme 

y — y ss a (a? — xf!)^ 

II s'agit de determiner a. 

Cherchons les points oii cette droite , consider6e oomme s^« 
cante , rencontre la courbe. Pour ces points , les trois Equations 
pr^o^dentes doivent subsister en mdme-temps. Retranchant les 
deu3C premieres Pune de I'autre , il yient 

(j'-f") (/+/') = v(*-*"). 

Mettant poury savaleur tir^ de P^uation de la droite, lo 
resultat est 

Cette equation est satisfaite quand j; — «" = o , parce que I0 
point qui a pour coordonn^es x'*, y^', est une des intersections 
4e la droite ^vec la courbe : supprimant ce facteur , ii reste 

' 2 ay! + a*(jtr — x") — apsso. 

Les deux intersections de la tangente avec la courbe devant 
se confondre en une seule , la seoonde valeur de x doit encore 
4tre x^ff comme la premi^ie. L'^quation preo6de^ta doit dona 



^ 
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itre satisfoile ^uand x =s x", etyzsy" y oe qui etxige qu'on 



ait 



a — ^> 

r 

et I'equatlon de la tangenie devient 

J 

iEn faisant disparaitre le d^nomioftteur j'', et observant que 

I 

on peut lui donner cette forme . . 

Si I'on double cetto Equation , ^t qu'on la retranche de 2a. pre- 
cedenta , oa troure ' ' 

«u , en ajoutanide part et d'autrey*, 

> • . 

La quantity r* — 2 px eat done constarament positive pour 
tous les points de la tangente, except© pour celui dont Por- 
donnee estjr''. Tbus ces points > excepts celui de tangence , 
•ont done exterieurs k la pairabole. 

168. A I'aidede ces formules ^ on peut mener tihe tangente 
a la parabole par nn p^int qu^lcon^ue dont les coordonh^e* 

seraient a^y /'>,et qui ne serait pas pris sur cette qdurbe. 

• > • ... 

Car , ce point devant ^tre sur la tangente , il faudrait qu^il 
satisfit a son Equation ^ ce quidonnerait 
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ct en y joignant la relation 



y = 2/)a:'^ 



* 



onpourrait, au moyen de ces deux eqaatk>ns ^ determiner lea 
inconnues at",/", c'est-a-dire lea coordonn^ du point do 
tangence y qui seraient en general du second degre ; et , en lei 
Bubstituant dans I'^quation de la tangente y celle-ci se trouve- 
rait determinee, et pdsserait par le point donne. L'elimination 
de X*' entre les deux equations precedentes donne 

y * — 2.y'y* sz — 2 px'. 

y aura done en general deux valenrs , qui seront reelles , si la 

quantitd 

y — 2px^ 

est positive. Celte condition sera satisfaite touies les fois que le 
point donnd sera exterieur st la parabole ; et I'on pourra alors 
mener deux tangenles. Si le point est sur la parabole mdme ^ il 
n'y en aura qu'une seule ; enfin , s'il lui est interieur , il n'y en 
aura plus du tout y et le probleme sera impossible. 

i6^. Pour avoir le point od ]a tangente rencontre I'axe 
des a:,il faut faire j's o , dans I'^quation 

jry^ = p{x + x*f)y 

ae qui donne 

« = — ip". 

Cest la valeur de AT(fig. 6i) : en lui ajoutant Pabscisse -rf-P,. 

abstraction faite du signe^ nous aurons la soutangente 

» » 

PT= a or" } 

Vest -^ -dire que , dans la parabole ^ la soutangente est 
double de l^abscisse. Ce qui fournit un precede tres-simplo 
, pour mener une tangente* cette oourbe. 
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1 70. La valeur dePT ^tant susceptible de qx>itre.uid6fiai- 
ment , le point T s'eloigne de plus ea plus du sommet de la 
«ourbe , k mesure que x'^ augmente. 

Si Fon youlait tenir oompte du signe de^Tquand on cherche 
la valeur de la soutangente PT, il semble , au premier coup- 
d'oeil , que I'on aurait 

PTzu jiT+ AP = — x". + x" S2 ; 

ce qui donnerait la soutangente oonstamment egale k z6ro , r6-> 
■ultat absurde : jnais ce n'est la qu'une erreur de signe qui vient 
de ce qu'en ajoutant AP k AT dans la figure , pour avoir PT^ 
on ne tient pas oompte de la position de ces lignes par rapport a 
Forigine commune, tandis que dans I'expression analytique 
cette position est observ6e, Cette contradiction cesse lorsque 
• Von fait abstraction du signe — dans la quantitc — ail, qui ex- 
prime la valeur anajytique de AT^ eu 6gard k sa situation par 
rapport a I'origine des coordonnees, et voila pourquoi on par^ 
vient ainsi au r^sultat veritable^ 

Ces modifications, qu'il faut quelquefois faire subir aux: 
expressions analytiques^, pour en d^uire les valours absolues 
des quantit^s g^ometriques , tfe tiennent pas , comme on vient 
de le voir , k une imperfection de I'analyse ; elles sont , au oon- 
traire , une suite neoessaire de sa grande generalite \ car, I'analyse 
donnant ^-la-fois les valours absolues et leurs positions relatives 
qui sont indiqu^es par les signes + et — , il faut ladepouiller 
de x;ette propri6t6 , et faire abstraction de ces signes ^ quand on 
veut combiner les valours absolues des quantites ind^pendam-^ 
ment de leur situation par rapport k I'origine commune. 

171. Occupons-nous maintenant de mener une normale i 
la parabole. Cette norn[iale ^tant une ligne droite , et devant. 
passer par Je point de tangence, son Equation sera de la form«. 



J y 
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Mais de plus , elle doit ^tre perpendiculaire k la tangente , pour 
laquelle on a 

II faut done qu'il existe entre ft et a' la relation 

aa' -+- 1 = o , 
qui donne 

a' 

P 

Alors r^quation de la normale devient 

En y faisant J' nul, et prenant k valeur de a; — ar", on aura 
la sotinormale y qui sera 

d'oii Ton voit que , dans la parabole ; la sounormale est cofis^ 
tante et igale a la jnoitH du parameire, Cette propriety 
fournit encore un autre moyen de mener une tangente k cette 
courbe. 

1 72. Les directions de la tangente et de la normale ont dand 
la parabole , comme dans I'ellipse , des rapports remarquables 
avec celles des lignes raenees du foyer au point de tangence ': 
nous allons examiner ces analogies. Po^r cela , du foyer F ^ 

on j^= o , et a? =: -— - (fig. 61 ) , menons une ligne droite 

qui passe par le point de tangence , son equation sera de cette 
forme 

r— y = «(^ — *"); 

^t la condition de passer par le foyer donnera 

It rzi' ^ 



L x>'. 

2, 



/ 
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L'angle FMT, que cettc droite fait avec la tangento k la para- 
bole f a pour tangente trigonopietriquo 



a 



s ■ 

I 

Dn substifuant , danscetle expression , pour a sa yaleur qui 
est-^ 9 et pour et celle que nous venons de trouver , obser- 
vant de plus , que 

elle se r^duit k ~ ,ovLkai d'oili il suit que , dans la para- 

7 
^boU ^ V angle forme par la tangenle avec, une droUe menie 

du foyer an point de tangence est egal a V angle de la tan^ 
gente apec l^axe. . * . 

Si par le point de tangence M on mene une droite MF^ 
parallele 4 ^'^^^ > ^ tangente fera avec cette droite le m^me 
^gle qu'avec I'axe ; d'ou il suit que 9 dans la parabole , les 
droites menees du point de tangence aufoyer^ et paralleled 
ment a Vaxe « font avee la tangerUe dee angles eigaux , 
propriete qui devait nature! lement ri^ulter de ce que la pan- 
bole est une ellipse dont l^ grand axe est infini, et dont Ics 
foyers sont par cons^uent infiniment ^loignes Tun de Tautre. 

173* De ]k rdsolte un moyqn tr^simple dis mener une 
tangente k la parabole par un point exterieur. 

Soient G le point donne , F le foyer de la parabole ^ BL 
sa directrice (iig. 61 )« Du points ^omioe centre, avec un 
rayon egal a GF , on decrira 4ine circonfi^rence. de cercje qui 
coupera 1^ directrice en L. Du point L on m^nera LM 
parallele k I'axe ; M sera le point de tangence ^ et GM la 
tangente demandee. 
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Car , par la nature de la parabole , ML =^ MF \ par 
construction , GF = GIj : done I'angte LMG , ou son op- 
pose tMF\ 6gale Tangle GMF : done la droite MG est tan- 
gente au point AT. 

Si I'on avait seulcment besoin de la direction de la tangente ^ 
et quele point iKf dut ^tre tres-eloigne ^ il serait plug commode 
de mener, du point donn^ G kl9, droite FL^ une perpendi- 
culaire GT'j ce serait la tangente demandee. 

Si I'on rapproche cette methode de celle que noqs avons don- 
. nee (n°. 137) pour mener une tangenle k I'ellipse par un point 
cxterieur, on verra qu'elles ne difC^rent Pune de I'autre qu'en ^e 
que^ dans la parabole 9 le second foyer doit ^tre consider^ com me 
infiniment eloign^ du premier ; ce qui rend para]j^les h I'af e 
les lignes qui lui sent menses. La distance AB du somrnet de 
la parabole k la directrice BL n^est autre chose que la diffe- 
rence des lignes F'By F'A de I'ellipse { fig. 58 ), la premiere 
^tant 6gale au grand axe uiA^ ; et Toili pour^uoi jiB == ^F. 
La directrice BL represente done , dans la parabole^ la cir- 
conference de cercle decrite dans I'ellipse du point F', comm* 
centre , avec le grand axe pour rayon ^ circonference qui devient 
nne ligne droite quand le point F' est infiniment 6\oiga6 : 
alors le point L (fig. 61) , oii la circonference decrite du 
point G 9 coai,me centre , avec GFpour rayon , rencontre )a 
directrice BL , r^pond au point dans lequel cette ni6me c;Jr- 
conference coupait la pricedente dans I'dlipse : et la Jigne 
droite , menee par le point L parallelement k 1 axe , repond k 
telle que , dans Tellipe^ on mene au jecojod &yer F' (fig. 58). 

De la Parabole rapportee il S.es dl^mS^^CS. 

I74. Naus allons maintenant olverclier les systAmes 3© 
coord qnnees obliqups, relativement jiuxqucl* I'equation dcla 
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parabole conseire la meme forme que lorsquVUe est Tspporlic 
a son axe. Four oela y il £iut repreDdre les formules generalea 

x = a + a:'cosa 4-y.cos *', y = b + x'sin a +/' sin a' ; 

car il ne su&*ait pas , com me on le Terra too t-a>rheure ^ de 
changer la direction des coordonnces sens deplacer Tori^ine. 
Ces Taleiirs etant substitaees dans I'equation 

j' =: 2 ;74f , 
elle devient 

y sin* a' + a x'f^ sin a sin «' + «'* sin* * -|- 6* — ^^P) 
+ 2 (&sina' — pcosa')^ -f-2^6sina — pcosa)x^\ 

Four qn'elle conserve la forme qu'elle avait d'abord , il &ut 
qu'on dlt 



sina'sino^o, sin'a=o, ^sina' — pcosa':^o, B* — 2ap=:o; 
elle se redoit alors a 

sm a' 

La seconde des equations precedentes noos apprend qne 
sin a = o ^ c'est-a-dire que Taxe des a/ est parallele a I'axe 
des X. Tous les diameires de la parabole soiU done parcdleles 
a son axem 

Lea deux autres equations donnmt 

w ■ P 

b^z=z2.ap tang a' =: -~* • 



La premiere (fig. 61 bis) montre que les coordonneesa et b 
de la nouvelle origine Jl' satisfont a I'equation de la -parabole. 
Cette origine est done elle- meme un point de la oourbe. 

Jji seconde determine I'inclinaison de I'axe des y relative- 
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ment k I'axe des x j elle fail voir que cet axe est tangent a la 
parabole aa point ^'. 

• Pour plus de simplicite , nous supprimerons les accens. des 
variables x' et ^',.en nous rappeknt toutefois qu'elles reprd- 
sentent des coordonnees obliques : nous ferona 9 dc plus , . 

-r ,— : =/>'* 2/j' sera le param^tre du diam^tre auquel la 
sin or 

courbe est rapportee , et Ton aura 

175. Les deux valeurs de y, pour la mdnie abscisse , dtant 
^gales et de signes contraires , chaque diametre divise les or- 
donndes qui lui correspondent en deux parties dgales.. 

176. La raleur precedente de tang « donne 

•a/ P ^ 

. Sin «' = '■ . !■ ^ 



a * 



;c?* + A"* a a+p 



\ 



En substituant ce rdsultat dans I'expression de p\ on trouve 

p'z=2a,+ p, 



ou 



* n 

Or, on a vu, dans I'article 1 65, que a H — — est la distance 

2 

du foyer de la parabole au point. de la courbe dont Tabscisse 

est egale k a* Ainsi, dans la parahole^ le paramelre (Turv 

diamSlre quelconque est quadruple de la distance du foyer ci 

Vorigine de ce diametre* Cette propriete subsiste dgalement 

pour I'axe. 

I irj^ L'equation de la parabole etant de la raeme fdrnie par 
rappopt k ses diam^tres que par rapport ^ son axe.> ks pro?- 
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prietes. ind6pendantc8 de rinclinaison des coordonnees seront 
communes dans lesdifferens syst^mes. 

Ainsi , pour decrire une parabole lorsque Ton connait le^ 
para'met^e d'un de ses diamdtres et Finclinaison des ordonnees 
correspondantesiy on decrira une autre parabole sur ce diametre 
pour axe aveo le param^tre donn^* et ensuite on indinera 
convenablement les ordonnees de cette courbe^ sans cbanger 
leur longueur. 

178. Si x*'yy*\ sont les coordonnees d*un point quelconque ' 
de la courbe y on aura 

et Tequation de la tangente a ce point sera de cette forme 

y — yi = a ( jc — a;"). 

Le syst^me de ces formules est le xntihe que dans TarL 167 ; 
et comma il faut ies combiner d^la meme maniere , on en de- 
duira ua results t aiiaiogue^ qui sera 

.= _, ou - = ^; 

et r^qujtion dc la tangente deviendra 

. , :k/'=/>'(x. + «».'). 

£lle aura done la mSme forme que lorsque la courbe est rap- 
portee a son axe. 11 en sera de m6me de rexpressidn dd la sou- 
taiigente ^ et Pon eri dediiira , comme dans le n°. 169 , qn'elle 
€83 double dans Vabscisse carrespondanle. 

1\ suit dc la que pour merter , par ua point dbnne M de la 
parabole {^g. 61 ier)^ une tangente k cette courbe , ii falit cons- 
troire rordonnee PM au diametre AX^ prendre A' T:=z A' JP, 
et mener MT' qui sera la taiigexite demand^e. * . • 
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En preirant une marche inverse de celle que nous avons suivie , 
il serait facile de rapporter la parabolc k son as:e lorsqu'elle est 
rapportee a son diam^tre. Gela n'a aucune difScult^ ^ et nous 
ne noyus y arr^terons point* 

Sur r Equation polaire de la Parabole , et sur la 

Mesure de sa surface. 

T 

179. Jusqu*a present nous avons tir^ de la settle . 6quation 
de la parabole les proprietcs qui la caract^risent : rcciproque- 
ment y ces propridtes nous conduiraient k Tequation de cette 
courbe. 

Fropoaons-nous , par exemple , de trouver use cpUrbe telle 
que les distances de chacun de ses points a une droite et a un- 
point donne soient egales eotr^elles. 

Soient F le point don^ie ^ BL la droite donn6e {fig. 62). 
Prenons pour axe des abscisses la lign^ FB perpendiculaire 
k BL 9 et plagons Torigine au point A , milieu de BF , que 
nous ferons egal a pyles erdofinees seront paralleles k la 
droite BL, 

Pour cbaque point ikfqni appartiendra a la courbe cherchde , 
nous aurons , eu nommailt s la ligne FM , 

Eliminant ^ , il viendra 

Equation k la parabole » 

Cette courbe ctait element caracl^risee par I'equation 



Z... 



s^>^\-.J./ Ja«^ 
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car les distances s etant variables en m^me-temps que I'abs- 
dsse X J peuvent convenir saocessivement a tons se9 points, et 
se determineront pour chacun d'eux des que x sera oonnu. 
Ces distances se nomment des rayons sfecteura. 

180. Si nous transportons I'origine des x au foyer W y pour 
lequel . . 

P 
jr = o, * = — . 

il faudra ^ en nommant of les nouvelles abscisses , qu'on ait 

m 

valeur qui, iXxxA sabstituce pour x , donne^ en sappriBiant les 
aocens,' 

» « 

181. Si l*on introduit , aulieu dc I^ibscisse a>, Piingl6 AFM 
que forme le rayon vdcteur avec Taxe, on aura 

a;= — 2.qos*rj 

•» • ' 
et Tequation precedente devient 



d'ou I'on tire 



1 4" cos v 



G'est I'equation polaire de la parabole. On peat la deduirc 
facilement de Fequation polaire- de i^ellipse^ qui est 

A (1 — e') 
II suffit de faire 
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et de fiupposer ensuite A iii&ni , et « = 1 ^ ce qui alonge I'el- 
lipse indeiiniment. En effet , on a vu , dans Tart. 167 , que la 
quantite A{^\ — e* ) est egale au demi-paramelre de I'ellipse. 
182. On arriverait egalement k I'equation polaire la plus 
gen^rale de la parabole y en substituant dans Tdquation 

7' == 2 /J j: , 

au lieu des coordonnees rectiiignes j; ety, des coordonnees 

-polaires -9 et ^, coraptees h parlir d'un point quelconque dont 

les coordonnees rectiiignes seraient x^ ety', car on aurait alors 

a; = jj' + ^ cos (p J =: y -]- « sin ^ ; 

et en substituant ces valeurs dans I'equation precedcnte, elle 
deviendrait 

js* sin* <p -j- 2 {y sin ^ — /? cos ^} a +y — ft/>5f'c=o. 

Si le p61e est sur la courbe, on a 

alors une des valeurs de z est nuUe, et I'autre deyient 

^'" " ' __^ 2(/? cos ^ — y sin ^) 

■ ' sin ^ 

Sicettje seconde valeur de & etait nulle, le rayon vecteur serait 
tangent a la courbe ; pour cela il faudrait qu'on fit 

. pco8(p — ysin^=o ou tang<p=t: -SLj 

c'est la relation trouvee dans le n 167 .Generalement soity zzoy 
le p61e sera place sur I'axe de la parabole , et I'equation en Ji 
deviendra 

«' sin'.<f — 2 /? cos 9. ^ =5.2 />«( 



2oa DE LA PARABOLK 

qui donne pour s ces deux valeurs 



^ cos ^ ^±: l/a px^ sin" ^ + ^* cos* ^ 

X :=: , .. 

sm ^ 

La quanfite comprise sous le radical pcut se mettre sous la 
forme / 

P' +. ( 2 px^ — /}' ) sin' f , 

cHe ne pout pas devenir independante do ^ , a moins que Fon 
nc fassc 



2/7J:' — /)'* = o ou x^zzz " 



— > 

2 



, cc qui met roriginc des rayons vecleurs au foyer de la para* 
bole, C'est done dans ce cas seulement que le rayon vecleur 
peut ^tre exprinie rationnellement en fonction de Pabscisse. 
On retrouverait de m^me toutes les autres proprietea de la 
parabole , en discutant son equation polaire comme nous 
Tayons fait pour I'ellipse : il est inutile de nous y arr^ter. 

182. Quoique Taire totale comprise entre Ics brancbes de 
la parabole soit indefinie, on peut cependant ^valuer d'une 
manl^re algebrique une portion quelconque de cette aire com- 
prise entre les limites donnees. 

Consid^rons , en effet ,'le segment parabolique -^P^ (fig. 63) 
termin6 par I'axe .^^X et par I'ordonnee PAf ou/.^^SM'ott 
mdne les ^roites MQ , ^Q , la premiere parallele^ la seconde 
perpendiculaire k I'axe , on formcra le rectangle JiPI^M^ 
dans lequel I'aire du segment parabolique APM se Irouvera 
<?oraprise , et cette aire sera egale aux deili tiets dU f(^(iilfa(ttgte',* 
comme nous-allons le demontrer. » '* ' 

Pour cela , concerons un polygene rectiligne qu^l66W(5[trt^ 
MNV3I}\„ inscrk k la patabole , i.t% sommt?ts de ce polygene^ 
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nenons its parall^les aux lignes jiP et PM] elles reprdsen- 
leront lea abscisses et left ordonnees de ces sommets : oes lignes , 
prolongees , formeront les rectangles PP^pM', P'P"p'jM",.m 
qui seront interieurs k la parabole , et les rectangles QQ^qM', 
Q^Q^'q^M"... qui lui seront exterieurs. En representant les 
premier&par JP^ i", P"...., les demiers J^Tpyp'yp''.-.^ on aura 

ce qui donne 

P ~ *'(/-/)' 
or les points MNP... appartiennent k la parabole : ainsi on a 



J^* = a/J4?, /*=2;74r'j 



ce qui donne 



V* — v'« 

up 






en suistitoant ees valeurs, le rapport de Pkp iderient 

p /'(/,— y) /- 

Les m^es raisonnemens pouvant s'appliquer raccessiTement 
ji tousles o6t^ du polygone, on aura cette suite d'^quations 

« 



y" 



p'^ 



fJi 



f etc«««t* 



204. dj: la parabole, 

Le polygone MM^M",,. etant absolument arbitraire, on 
peut espacer ses sommets de maniere qa'en designant par t» 
une constante quelconque prise a volonte ^ oji ait toujour^ 

y— /'=«ys 

y — J *^^ji 

et ainsi de suite : cela revient 4 faire decroitre j^,y, j^".... > 
suivant une progression geometrique. D'apres cette suppositioa 
tres-permise , les rapports pr^cedens deviennent 

p ... .^ - 

c'esUa-dire qu'ils seront tous egaux entp^eux, quelle que soft 

• » • • .... • , 

la valeur de »' : On aura done aussi^ encomparant ces rapports; • 

P4.p;4.p"+ . :";..etc.. 

P + /'' + P"+ • • -etc. ^ 

• • . -. 

.•... . . - \ , ' 

Le numerateur du premier membre est Ja sonime des.rec- 
tangles inscrits a' la parabole; le denominateur est la somme 
des rectangles circonscrits! A mesureque m diminue , le rapport 
de ces quantites approcKie deplus en plu^ d^etre ^gal a 2 ; et 
I'on peut prendre tt si p^tit^, que la difference soit moindre 
que toute quantite doiuiee : mais en. lo^Hie-temps la somme 
des rectangles approche de plus en plus f 6tre egale aux seg- 
mens curvilignes inscrits et 'ciricpnscrild a la parabole. Par 
consequent la limile de Icur Vdpj)ort est eg^lc au rapport de cea 
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segmens; et ^ en representant le premier par S , le second 
par 8, on a, 

S 



— - -^ 9 



8 

ce qui don no 

' • — '*> > 

8 

et; en divisant ces equations membre k membre , 

<9 -{- « est la somme des segmens inscrits et cjrconscrits a la 
parabole : c'est par consequent la surface du rectangle APMQ, 
Ainsi I' aire du segment paraboUque APM. est le$ deux 
tiers dure ctangle construitsur tahscisseAPet I'ordonneePM. 

1 83. Les courbes , qui sont telles que I'on peut assigner ainsi 
algebriquement la valeur d'une portion quelconque de leur 
aire , se nomment courbes quanubles. On voit que la para- 
bole est de ce nombre. II n'en est pas de meme de I'ellipse , 
dont I'aire renferme I'expression de la circonference du cercle. 



i»%i%/WI»^i^^»^»V%^^»^ 
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184. En coiipant un c6ne droit ^ dont I'angle au centre' etaife 
pins grand que 1 00^^ par un plan incline a son axe , de maniero 
Arencontrer les deux nappes de cette surface^ nous avons eu 
pour Tequation de I'intersection , 
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a etant plus grand que i ^ et jk' une quantit6 positive , nous 
avons dit que cette courbe se nomnie une hyperbole. 

Four avoir les points ou elle coupe Faxe des x , faisons 
y = o , il viendr^ 

I 

a;' ( ^* — 1 ) — 2 ax'x = o ; 
ce qui donne pour x deux valeurs 



o, x:=. 



a — I 



c'est-a-dire que cela a lieu dans deux points diEC^rens^ dont 
I'un est I'origine m6me des coordonnees, et I'autre est situ^ du 
c6te des abscisses positives , a une distance de cette origine 

^gale k 



a» — 1 



En faisant ;r z:: o ^ on aura les points oii la courbe coupe Faxe 
des y : cette supposition donne 

j^*=o; . 

€'es^k-dire que cela n*a lieu que dans un seul point , qui est 
I'origine des coordonnees : mais corame les deux ordonnees s'y 
reunissent , I'axe des y est tangent k la courbe. 

Resolvons maintenant I'equation par rapport a / , nous 
aurons 

y = S»::j/ar' (a* — l) — *aa«'x. 

Les valeurs iey etant egales et de signe contrairc , la courbe 
est symelrique au-dessus et au-dessous de I'axe des x, 

Considerons le c6t6 des x positifs. 

Les valeurs de j seront r^elles tant que Ton aui;a 

ou ^ 



aaz' 



(f — 'I 
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Mai« elles seront iinaginaires entre celte limile et Porigine dei 
coordonneesj car, si Ton a 






en aura aussi 

(a' — 1) ar* <] 2 nz'x. 

Ainsi , iu. CQt6 des abscisses positives , la courbe n'a que dos 
ordonnces iinaginaires depuis Torigine des coordonnees jusqu'au 
point ou elle coupe I'axe : au-delk de cette limite , scs ordonneea 
8ont toujours reelles^ et d*autant plus grandes que x est plug 
grand. 

Du c6te des x negatifs, nous auron3 



L'ordonneey est toujours reelle, et d'autant plus grande que jc 
est plus grand. La courbe s^e tend done ind^finlmcnt ^ dece cdte^ 
AU'dessus etau-dessous de I'axe des abscisses. 

II resulte de cette discussion que Thyperbole est une courbe 
composee de deux parties separees , telle que la represente la 
figure 64, ou I'origine des coordonn6es est supposee placee an 
point B^» II 6tait en effet facile de prevoir cette forme 9 d'apres 
la disposition du plan coupant (fig. 36) ; I'intervalle BB', qui 

separe les deux branches , est egal k , et se nomme le 

a" — 1 

premier ou le grand axe de I'hyperbole. 

1 85. Transportons Toriginedes coordonnees en A au millru 
dc I'axe J?jp'» Soit J[P une nouvelle abscisse quelconque , que 
nous nommerons a?', on ftura 

^' H — r- — = ^' 
a* — 1 
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Substituant cette ralear iex, il viendra 



a z 



^> _ (a« _ 1) x'» + _I_ = o. 

a — 1 



En faisant j = o , on trouve 



a — 1 



comme cela devait £tre ; niais » en faisant x^ zzo^ on trouve 
pour^ cette valeur imaginaire 



az' 



as . • 

jf = rf=__-_K— 1, 

parce que la courb^ ne rencontre pas le nouvel axe dcsy. Ce 
qui n'emp^che pas que I'equation de I'hyperbole ne prenne , 
comme celle de I'ellipse, une forme tres-elegante lorsqu'oa fok 



^ = 


az' 


J?rr 




a*— 1 


k^a* — 1 


car on en tire 






a* — 1 = 


■ a>z' 

A' 


5' ^^V 




~ u4 a'* 1 



=1?'; 



ce qui donne^ en supprimant les accens dont nous n'avons plu* 
besoin ^ 

Les quantites 3 ^ ^ 2 ^ , se nomment les axes de Fhyperbole , 
quoiqu'en efTet cette courbe ne determine reellement , par son 
intersection, que le premier d'entr'eux, Le point A est 1© 
centre de la courbe. Lorsque I'equation de I'hyperbole se trouve 
i*auien6e k cette forme ^ les coordonnces etant rectangulaires , 
on dit qu'elle est rapportee au centre et a ses axes. Toute lign« 
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inell6e par le centre , et terminoe k la courbo , se nomme dia-> 
na^fre ; ef il requite dela fonm^ sym^trique de I'liyperboleque 
les diam^tres sc trouvent divises par le centre en deux parties 
egales. ' ' 

186. L'equation de Fellipse^ rapportec aussi k ses axes et au 
centre 9 est ^ . 

En la comparant k celle d« I'byperbole, on voit que, pour 

passer de ^ime a V autre y il sufjit de vJut tiger Ben B\/ — 1» 
consideration qui (st en analyse de lu plus grande utiliie. 
' Ce que nous avons vu reiiilivenipnt a la marclie clcaordon- 
, n^es dans les deux coui bes est une suite de celte loi ; car , si Ton 
consrdere une hyperbole et une ellipse dont les ax( s .-^erairnl les 
in^ines, et qu*on superpose les axes , Tellipse se trouveiM coinr 
prise toule entiere dans les limitcsenire lesqiielies I'hypepBole 
devient imaginaire ; et reciproquement I'hyperbole aura des 
ordonnees reelles pour toutcs les abjscis&es auxquelles ('ellipse 
ne s'efend point. 

Larsqiie les deux axes de I'hyperbole sont cgaux'enfr'ecut*, 
son equation devient 

On dit alors qu^elle est equilatere. 

Lorsque les deux axes de Tellip^e sont egaux, son equation 
devient 

et elle sereduit k un cercle L'hyperbole equilalere est done , 
entre les hyperboles ordin a ires , ce qu^cst le ceice enlre les 
\ ellipses. • . , . 

187. Si par le point B\ pour leqnel y is o , et x=: — ^ 
(fig. 65 ) I on m^e une ligne droite indinee d'une.maniexe 

it 
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quelconque , elle aura pour equation 

Si par le point B , pour lequel ^=:o,et«=:4'-^y ^^ nten« 
yne ligue droite pi^^eillement inclin^ d'une manidre quel«^ 

* • 

conque » on aura pour equation 

Pour que ces deux droites ae coupent aur I'hyperBoIe , il faut 
que leurs Equations puisaent aubsister en mdme-temps, et 
avec celle de celte courbe. Or^ en lea multipliant membre 4 
membre , ellea donnent 

et , pour que ce r^sultat s'accorde avec T^quatioi^ de Thjrper^ 
bole Biiae 90us cette forme 

il faut qu'on ait , . 



CLaVizz 



ra > 



ce qui etablit .une relation constante entres lea auglea que 
formen^t avec le grand axe les lignes menses des deux sommela 
de la courbe a un de aea points. II en r^aulte que ces angles ont 
toujours leurs tangentes trigonometriquea de jn^m» eigne. 
Lorsque l'hy{)erbole est equilat^re A:=zBy il Vient alors 



aa^ zz. 1 y 



\ 



c^est-k dire que^ dana I'hyperbole ^quilatdre , les droUen me" 
ndea du mAne point de la courie aux extrdmiUe du grand 
ax€ , font oAfec kd des angles ai^us domt l^Qwefi^tre e»t 
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dirtgie dans le m4me sens , et dgnt If^ somme est ig4fle a UfS 
angle droit. ^ 

Les droites , menses de la m^me mani^re dans le cercle , 
font au^i avec Faxe des angles aigus donfla 6omme est ^gale 4 
yLXi droit ; mais leuri ouverturea sont dirigees dans dos sen* 
contraires. 

3i98* JSi Ton introduit lea expressions dea azea ^A et 2 A 
dans r^oation de I'hyperbole ^ telle que nous I'avona consid^ree 
d'abordy t'origine* etant au sommet , elle devient 

et peat se mettraaous la forme 

m^x — a A sont les distances du pied de Fordonnce PMava: 
sommets V exB de la ccvurbe ( fig. 64 }'. On volt donc^ par 
cette Equation , que les carrds des ordonnees sont ent^eux 
commM les prodults de ces distances. On aurait pu tirer 
directement ce r^sultat de i'^quatioa rapport^e an centre ; ear, 
soient xy , s^y'^ lea coordonii6es de deux points quelcouquea 
situes sur la mAme hyperbole y onfiiiira ^ poucle premier , 



pour le second 



:r»«=^(*'-^'), 
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oa, ce qui est la ni6ine chose 

y — {x + J){x^A) 

qui exprime la propriet6 que tkous venons de d^montrer en 
transportant I'origine au sommet de la conrbe. 

. 189. En changeant lesxen/ , et lesj' en x, dans Pequation 

clle devient 
ou 

Cette transformation n'infiiuant que sur le choix des axes , 
Tdquation precedente doit encore appartenir k la m£me hyper- 
bole; et Ton peut ais^ment le verifier en la discutant. Mai4> 
id y la supposition de « =: p donne,j< reelle ; e\y tsa^ q doime x 
imaglnaire , parce >que la courbe rencontre le noUvel axe des 
ordonnees^ et ne rencontre point I'axe des abscisses : die est 
alors placee comme le represente la figure 65^ son premier 
axe^tant^^'. Dans cette situation^ on dit qu'elle est rapportee 
a son second axe,. parce. qije c'est sur celui-ci que les abscisses 
sont comptees. On voit qu'il n'en est pas de I'l^yperbole oommc 
del'ellipse^ dont I'^quation garde la m^me forme ^ quel que 
soit celui de ses axes qu'on prenne pour axe des abscisses ^ et 
cela vient de ce que I'ellipse est symetriqiie par rapport a ses 
deux axes y au lieu que Jl'hyperbole ne I'est pas relativement 
aux siens, puisqu'elle n'en rencontre qu'un seul. < 

190. I/analogie de ces deux ceurbes nous conduit na- 
turellement It chercher s'il n'cxiste pas dans I'hyperbole 
des points correspohdflns aux foyers de I'ellipse. Pour les 



/ 

/ 
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'36couvrir, rappelons - nous que leur abscisse avait pour 
yaleur J±: V^ A^ — B^ : ce sera done rb ^^ + ^* po^^^ 

l*hyperbole , en changeant BenB V^ — I. Ea effet , ii Ton 
suppose 9 pour plus de simplicity., ' 



6t qu'on prcnne deux points F, F^ sur I'axe (fig. 66} , k celt* 
distance du centre de rhyperbole^ on trouve 



d'oul'oA tire 



On a de mdme 



FM=z-^ ^A. 

A 



F^M^~+A; 
A 



e'est-a-dire fue lea disUinces FM , FISI , sont exprimSes^ eri 
fonciion de x d'uite jnaniere i^tixtnnelle, £n retranchant ces' 
Equations Tune de I'autre , on trouve ' . ' 

Fm--FM=aA'y 

r 

c^est-^«dii» que la difference de cee distances eat egale au 
premier axe de f hyperbole, A cause de ces pro{»*i^t6s y les 
points Fj F* determines par la valeur prceedente do o , se 
comment 'Ska foyers de Phyperbole. 

En faisant a; = s±i 1^ -r^* + 5* dans liquation de la 

coorbe, onaiiral ordonn^e qui passe par fe foyer ,,et sa raleur 

sera , 

J?* 



y = 



• ) 
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tie double de cette ordonnee, ou ■> ^ t'appelle le parametre 

A 

de rhyperbole. C'est use troisieme proportionnelle am deitiC 

axes. 

191. Pour trouver geometriquement la position des foyers y 
on ^levera k Tune des extremity du. premier axe une perpen*- 
diculaire ^i? 6gale a la moitie du second axe B. On ni^nera 
l^bypoth6nuse AE ; puis y du point A y comme centre avee 
cette ligne pour rayon , on decrira une circonference de cercle y 
qui coupera I'axe en deqx points Fy JE*. Ce serout- les feyera 
de l^hypcrWe. , 

On prouvera facilement que la double ordonnie qui pa»Be 
par ce8 foyers est egale au pammetre de la courbe, 

192. Les propriet^s precedfeutes foumissent , pour la des- 
cription, de rhyperbole y un procede analogue a celul que nous 
avx>ns employ^ pour I'dllipte 9 dans Vhtt. 126. 

Du foyer JP, comme centre •( fig. 67 ) avec un rayon quel- 
oonque SO $ ^^ d^orii^ tt^e dYtkmferedce de ^rcle. De Tailtro. 
foyer F', comme centre ayec B^O Oii Bff 4* BO pour ray^ft y 
^•n decrira une autre circonference de cercle : les poihts oA €lle 
coupera la precedenteappartiendront a I'hyperbole -, car,d*aprea 
cette construction , on aura loujours 



\* 



£n operant de mime de I'autte c6ta de Toti^iA^ , 6n atire 
la secoiule brancbe de la courbe > et Ton jpeut appliquer ki i«s 
remarques que nous avona faitet aur la construction de Tellipse 
f^T It pr6i>ed6 analogue. 

On peut alisSi, d'aprcs.cetteproprieti, clecrirer)iy|>cr1bole, 
comme Tellipse 9 par un mouvement coutinu : pour cela y on 
fixe au foyer F' une regit F*M, qui peul tourner autour de ce 
point. A I'extremite M et a i'autre foyer F est attache un fil 
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MF^ f el quft F^M — VM »oit cgal au grand axe BB^ ; glis- 
sant ensuite un piquet le long du fil ^ on le force ^ s'appliquer 
tou jours contre la r^gle qui loume autour du point F^ \ et le 
piquet J par ce mouvement , decrit ime portion de rhyperbole 
demandee. 

1 93. Occupbns-nous maintenant de mener tine tangente k 
Vhyperbole , dont I'^quetion est 

Soient «"> y" , les coordonn^es da poiat de tafigence ; ellep 
Tdrilieront la relation 

Xa tangente ^tant une ligne droite , et devant passer par 06 
point f son equation sera de cette forme 

II ne i<este plus qu'^ determiner a. 

Pour y parvenir , il faudra operer sur ces ttois Equation* 
comme sur celles de Particle 1217 ^ qui dtaient relatives a Tel- 
lipse \ mais ces derni^res sont les mimes que les preoddentes , 

en changeant BehBl/^ — 1 . Le Vesultat sera done aussi le 
mime livec oette modification., 9t I'on aura ' ■ -*• 

Ui^iuatioti de la tftngente sera 



«*. 



B* x" 
ou , cnri^isant, 
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On aura de m6me , pour Tequationde la normaley 






jr_y'=— _.-i-(x-^«"). 



On prouve facilement que fous les points de la tangehte, 
excepte celui de tangence y sont faors de I'hyperbole. Four cela 
prenons la valeur de A^y^ dans I'eqaation de I'hyperbole j 
9UUS auroos 

cette valcur de A*y* convient aux points situ6s sur la courbe 
in^me. Pour les poinlssitueshorsde la courbe, la valeur de/ 
correspondanfe au m^me x , sera necessairenoent plus grande , 
par conseq:ient les valeurs de j* et de A^j^ seront plus 
grandes': ainsi on aura done alors ' * 

an contraire , pour les points interieurs k la courbe ^ la va* 
leur X. ,./ , Z9 sera plus petite que sur la courbe me<ne : la 
vaJeur de at. ctant egale , il en sera de mdnie pour A*y*\ on 
aura done alors 

en transposant les inegalites dana un "seul mbnibre , on en de* 
duit les trois conditions suivantes : 

Pour les points exlericiirs .-^V* — ^'j^*+^*-S'}>o 

Pour les points situes sur la courbe u^*/* — ^jB'a:*+^'jB'=o 
Po«r les points interieurs -^*/'— i?'x*+-r^'jB'<[o 

Maintenant il faut prouver que tons les points de la tan* 
genie , excepte le poinl de tangence rxiim^ , satisfont a cetto 
inegalite. Pour cela ii n'}' a qu^a tirer la vakur de^ de I'cqua- 



/ 



3dfV-^5»*»+^«J?» = 



— B'j:'+u^'£% 
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tion de k tangent^, oette valeur «era ' * 

ct en la substituant dans la quantite A*j* — B'^ x* -{-A* B* yOn 
aura 

ou bien , en reduisant au mdnie denominateur , et mett.ant art 
, iiumcrateur,aulieu de A^f* sa valeur B*x"* — A^B* tiree^ 
de Teqaation de Thyperbole 

et les produits da second m€mhre etant dcvelopp^ et r^diiits^ 
donnent en£n 

A*Bi{x^x''y 



Ay* — JB»ar» + A^B* 



A*y 



*^j/» 



le second membre 6tant un carr6 est essentiellement positif ; 
ainsion a toujours sur latangente A^y* -^B* x^ +A* B*Z>^» 
ce qui prouve q^e lous. ses points sont exterieurs a la courbe; 
il n y a d'exception que pour la valeur x — a?" = o , qui rend 
cette quantite nulle ; mais cette valeur nous ram^ne au point dp 
tangence : lui seul efet done sur Tbyperbole. • 

^ 194. La valeur de a devient infinie quand yf* est n.ulle.^ 
CAT x^' =odonneraity imaginaire , et ^ infinie donne- 
rait x^f infinie : ainsi , aux extremites du premier axe de 
ri?yperbole , la tangente est parallele aux ordonn^es , et elle ne 
pent jamais devenir paralldle aux abscisses. 

195. Si psr le centre et par le point de tangence on |u^n« 
line ligne droite , son equation sera de la forme 



y' = a^x ^ 
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et la condition de passer par le point de tan j^ence donnera 






x" 



Cettd valcur , etant multiplieepar celled^ a qui oonvient a la 
tangente ^ donne 



aa' 



et y en comparant ce rdsultat avec celui de Particle 129 ^ on 
' Toit (Hg. 68) que le point deiangence M est sur une hyperbole 

dont le premier axe est AT^ et le jPipport dea aacea --r-: 

d'oik ii iM\\. qti« ^ potir oienet* une tangents k rh3rperWe par 
nn point M donn^ sax cette cowrbe ^W faut mener ^ dd ce 
point an centre, le diam^tre AM par I'extr^iuit^ B* du 
premier aioe i?J?' , nener la corde JJ'JV parallele k AM; MT, 
parallele k BN^ sera la tangente demanded. 

II r^sulte de cette construction et de la forme symetriq^ue de 
Vhyperbole , que les tangentes MT^ m t^ aux extr^mitcs d'un 
tndme diam^tre , sent paralUles entr'elles. Si done on m^no 
par le centre A une parallele k ces tangentes , elle ne ren- 
contrera jamais la courbe : cependant , par analogic avec I'el- 
lipse , on prenf sur cette parallele une quantity qui s*appelle 
le diametre conjugue du diam^tre Jfitf, et qui se determine 
oomme cm le fierra plus bas. Ici , comme dans Fetlipse^ 
Tdttgle BAM f forme par deux diam^tres conjugues , eit 
'^al a Tangle Jf NB des deux cordcs qui leur son^ respectire*- 
ment paralt^les , et qui sont menees des deux extr^mit^s dti 
premier axe a un m^fhe point de la courbe. 

- 196; £n fiuslni / :sc o dans ^equation de la tangente , on 
trouve 






) • 
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Cost la vtleat* ie AT (fig. 69) : en la retranohant de AB , oa 
aura la soutangente 



PT= 



x" 



On trouvera de m^me la sdunormale 

B*x" 

1 97. Lea lormules pr^c^denfes peutrent entofe se^ir 
pour mener des tangentes a Thyperbole par un point exte- 
rieur ; car , en representant scs coordonn^es par «',/', 
ell^B dcVront ^atisfaind 4 Pe^uation de la tangenta ; oe qui 
donnera 

Ayy^—B^x'x"=z^A*B^. 

0& MtitL , de plus I 

puisque l6 p6iht de t&ngehce 6fit liXt Ik tontht. Cm deux ^4021*- 
tions siiffiseht pour d^icf Miner left coordonn^es :c",y, qui 
seront en general doubles pour le m^me point ; et il est fadle 
de s'assurer que ces valenfft seront toujour^ IHlelles , lorsque le 
point donne sera hors de Thyperbole (i53). 

198. LV!ttfefisiott iftd^fitile des branches de ITiyperbofe in- 
'tr5duit danft U direction dft aes tangentes ufte loi tr^s-remar- 
qiiabU qdi Itti est particuli^re. JPour la di^couvrir , reprenons 
I'eq nation 

Lcs deus valours de y , qui en r^sultent , peuvent se mettro 
sous la forfl^e 



V 






/ 
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developpons le radical en sefie par le th^orftme da binome ^ il 
dcviendra 

A' 1^4 I A^ 

>^ — 1 — '- — J- — -Q- .- — -7" -"V- etc. 

•t en efTectuant la multiplication par — ^, il viendra 

A 



r = 




x 8 *^ , 1^ ** *) 

A mesure que x auginente , A restant le mime , les termei 
• , J— etc. , diminuent , parce qu'ils sont divis^s par lc« 

puissances sucoessives de x; etlesvaleurs de jr approchent de 

, Bx 

plus en plus de te r^duire 4 ^ — r : *oh peut mime / comme x_ 

est indifiniy le prendre asses grand pour que la difference soit 
plus petite que toute quantity quelconque donnee. Par conse- 
quent 9 si Ton construit deux lignes droitcf , dont les equations 

soient 

, Bx Bx 

ces dfoites seront les limites des.deux branches superieure et 
inferieure de I'hyperbole^ qui s'en approchera sans cesso 
sans pouvpir les atteindre ; et c'est ce qu'il est bien facile de 
voir, car on aura toujours 

B^x^ 

y^ =2 -—-r^ — 5* sur Thyperbole , 

A 

' B^x* 
r' = — r- sur les droites. 

De sorte que les ordonnees correspondantes tux mimes 



J 



ROLE. 2ai 

"etiles suT la courbe. Cette 
.\inptocea aux deux lignM 

■ (lis les exprcBsioiu prici- 

ijchent continuellement de 

■fice des cartas de leurs or- 

soit conslante , cepenilaiit 

iLiiics va toujouracn diml- 

- ' 1 petite que toute quan- 

nchons les deux 6qua- 

n deeignant par y' lei 

es dutinguer de celles 

par y ; noua aurona 



, I^a fradion qui l*ex> 
is son denominaleur eat 
flvecle* ordonn^es_^,^, 
•■ I'hyperbole. Ainsi cette 
i il n'j a pas de limite il 
il n'y en a pas non plus 
irence des deux ordon- 
ite que I'on voudra , et 

es : d^ I'hyperbole , on 
;c line perpendiculaire , 
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suT laquelle on prendra deux ordonn^es de^signes contraires , 

-egales touteft deux au demi seconcl axe B ; puis , par les 

extr^mites de ces ordonn^es et par le centre de Thyper* 

bole J on mdnera deux lignes droites. Ces lignea faisant avec 

le grand axe un angle dont la tangente trigonom^trique 

S 
ffitr^i:: "-^f aeront ^yidemoient lea asymptotes dfmand^es. 

n est visible que I'hyperbole sera conprise toute entifcre dans 
Tangle formd par leurs directions. 

200. Onyoit ausai^ par ces r6sultats , que si une ellipse et 
une hyperbole sont oonstruites sur les mdmes axes , les dia* 
metres ^gaux de la premiere formeront ^ ^tant proIong6s , lea 
asymptotes de la seconde. 

aol. .Si I'hyperbole est ^qnilat^r^ , on a j9 = ^ ; les 
asymptotes font avec I'axe des angles de 5o% et sont perpendi* 
Qulaires entr'elles, 

1^01 » II est facile de voir que les asymptotes sopt ausii I9, 
limite de toutes les tangentea. £n effet ^ ^equation d'une de 
ces derniferes ^tant 

le point oii elle rencontre I'axe a pour abscisse 

C'est la distance de ce point au centre de )a ^ oourbe. jSa po^i^ 
tion autour de ce centre depend du signe dex'^ c'est-a-dire 
de I'abscisse du point de tangence ; mais , en ne consid6rant 
que sa longueur , on voit qu'elle diminue a tnesure que j/^' 
augmente , et qu^elle ne peut devenir huUe qu'en suppo- 
^ant of' infini. Dans cette supposition , la valeur de j^ de^ 
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vient aussi infinie et ^ga|e k ttz — ^ - ^ de sorte qu'en la substi- 
tuant dans la valeur de a qui convient 4 la tangente^ et qui est 

on Irouve 

Cest pi^cis^ment la valeur de a qui convient aux asymptotes ; 
ainsi les tangentes de I'hyperbole s'approohent de plus en plus 
des asymptotes , k meyure que le point de taqgenoe S' eWigne, 

2o3. Les directions de la tangonte et de la aovmatis dans 
rhyperbole ont aussi des rapports remarquables avec les lignes 
xnenees des foyers aux divers points de la courbe : cherchons k 
les decouvrir. 

Si^ du foyer Ff pour lequel / = o , et a: = k^ u<* +. JS* 
(fig* 70), on mhti^ une ligi^a droite k un point quelconque de 
rhyperbole ayant pour coordonnees x", y , I'equation d^ 
€ette droite sera 

Ld condition de passer ^ar le foyer donn* , en £uMDt 

—y" 

azzz ' • 

lift langente au m^ine point de I'hyperbole a pour equa- 
tion (n\i93) 



/ 
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\ li'angle FMT^ ou/Jft, qu'elle fait avec la droitc, a pour tam- 

gente trigonometric ue 



a — a 



1 +adL . 
qui se rcduit k 



en mettant pour a et « leurs raleurs , et observant que 

puisque le point x"/" est sur Thyperbole. 

Pareillement , si , du second fojrer F y pour Icquelj^ = , 
et ^=s— 'C| on nidne au point de tangence une ligne droite , 

on aura 

' ♦ ■ ■ • 

L'angle FMT, ou /MV , que fait cett^ droite avec la tan- 

gente ti:igonom6trique 



a 



qui se reduit k 



• 



quand on met pour a et «' leurs valeurs. Les angles FMP 
et jP'Jferr, ayant m^mc tangente, sont ^gaux entr'eux; d'oA 
r^sulte cette propriety , que , dans P/typerbole^ les droites 
menees du point de tangence au{c deux foyers font avec. 
la tangente ^ et de part et d'autre de c«tte ligne 9 des angles 
igaux. 



•a 



DE L'HYPEHBOLE: 225 

H suit ie la que /a normale AIN divine en deux parties 
egales /'angle FMI' forme par lea rayons vecteurs menea den 
fuyer": a nn meme point de La vomhe, 

Ces proprlelcs exisfrnt aui|si dans I'ellipse , et il n*y a 4^di& 
fen nee que d ins re qui tirnt a la situation de la tangente par 
rapporl a ces deux couihes. 

. ao4. Ceci fournit la construction suivante pour mener uno 
tangente a I'hyperbole par un ptiint donne. 
Suppopons-le d'..bord .-^ur la courbr^. \ 
. On menera les r.iyons vecteurs /^ylf, PM ( fig. 70 ) ; on 
prendra Fur celui - ci , ^ partir du point M^ MCt =r MF y 
joignant GF ^ et lui menantla perp«ndiculaire MTy ce sera la 
tangente demandee. 

En cffet, par cette construction , Ics angles FM 7*, FMT^ 
•ont egaux entrVux. On pourrait demontrer ici , comme dani^ 
Tellipse , que ladroite MTvla qiie ie point Mde common avec 
I'hypcrbole. 

Supposons Ie point donne t exterieur \ Ja courbe. 
De ce poftil t , comme centre, avec un rayon egal i JFV , on 
d^crira une circonfercnce de cercle. Du foyer J^ comme 
centre, et avec un rayon egal au gran(i« aite dc FhypT-' 
bole, on decrira une autre circonference qui coupera la pre- 
cedente en C Menant FQ qui rencontre la courbe en M ^ 
Ie poiat M, sera Ie point de tungence , et tJHTaerai la tangente 
demandee. 

Car , si Ton mene eG y on aura par consiruction Gt:=zFt / 
de plus 9 Ie point M etant sur Thyperbole , etFG elant egal 
au grand axe, MG-=.MF : done la ligne ilflf est perpendicu- 
lairea GF , et divise I'angle PMFkn. deux parlies ega les ; 
done elle est la tangente demandee. 

Les circonferences decrites des points i^ et ^ , comme 

« 

cenlies , se coupant en deux points ^ cette coutraction donnen 

i5 
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Us deux tangentes que Ton p«ut mener k Thyperbole par um. 
point exteriettr. 

Des PropriStes de VHyperhole par rapport a 

ses diamhtres conjuguts. 

ao5. Les proprietcs de I'hyperbole par rapport a ^t^ dia« 
metres peuvent se d<^duire avec une extreme facilite de ceilea 
qui appartienncnt a I'ellipse. 

* En cf fet , Tequation de Phyperbole , rapportee a sea axea et 
ihi centre , est 

AY— -B" x" = — A^ B\ 

Jjes abscisses sont alors coulptdcs sur celui de ccs axes qui ren- 
contre la courbe. 

£n faisant 
x = a;' cof « -^y cos £1% , yz^a! sin«i -f" j' «in •'^> 

on pourra ^tablir entrie « et J la relation neccssaire pour que \m 
terme affecte do x'/^ disparaisaie : mais on peut, sans effectuer 
le calcul , paryenir sur-le-champ a ce resultat \ car les equa- 
tions precedentes se deduisent de cellea de Tarticle .i38 , qui 

•ont relatives k I'ellipse ^ en ohangeant £ en i^K — i dans ces 
derni^re^ y et , par consequent , \^s r^sultats auxquels el lea 
conduisent o&t entr'eax la meitie relation. On aura done pour 
I'hyperbole 

(^•sin**'— i?*cos**')/"+(-^'«tt>*--5'cos»«)a/'==:— ^'JJ» 

^*sin a sin «' — JB^ cos ^e cos «' :=: o^ ' 

on bien 

^* taag « taog J — JB» =ro. 
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£b fauftnt sucoessivement a^ :=i Oy et y = o « on aura les 
distances Am rorigine apx points dans lesquels la courLe 
coupe les diam^lres auKquels elie est rapportcc. Si I'ou 
j:'epresente par A*^ ct B'* Us carries i^ cea distances » il 
viendra . 



^' 8in'«'— 4?* cos* «' -^' sin* ^—JU" cus* « 

£n multipliant ces deux quatitites I'une par Tautre , comme 
dans I'art i4i 9 le r6sultat pourr&. se mettre sous la forme 

(ydf^sinnsinii' — jB*cosacosa')'-*-^"jB'6in'(«V-<»)' 

La premiere partie du denominateur s'evanouit en vertu de la 
relation qui existe entre jr' et c? j ii rcste simplement 

sin* (•' — «)' 

d*oii il suit qn'une des quantities A\ jB', est imaginaire : et y par 
consequent , I'hyperbole ne rencontre jamais en m^me temps 
ses deux diamdtres conjugu^Si propri^t6 que nous avions dej4 
reconnue pr6e6demment. 

206. Nous pouvons a volenti supposer reelle Fune ou I'aulre 
des quantites A* , B'y et ce choix determinera qu«l est celui des 
i^xes des a>ordonnee6 qui rencontre la eourbe. Supposohs que 
oe soit Taxe des ^y alors ^' sera reel ; et pour ^viter les ima- 
ginaires , nous representerons par — ^'* la quantity que nous 
avions noram^e JB'* ; ce qui donnera 

^M ^ __ ^'B* ^„ ^, A^B* 

ii»8in»i«--^«cos»^ ' ^'sin V;-r:#'cosV 

AWs Toquation de Thyperbole deviendra 
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qui se d^dult de celle que nous avons trouvce , article 140 f 

pour I'ellipse, en changeant J?' en JB'|/ — i daps cett« der- 
nifere. Lcs quantitet 2 A^ y ^ff, sont appelees , par analogic , 
diametres conjugues de rhyprrbole , quoique le premier 

soit le seul qui soil termine par la courbe. — — — est Ir 

2 A'* 

param^tre du premier diamdtre , et — -^ est le para m^trt 

du second. Four plus de simpliclte , nous supprimerons les 
accens des varidbles x^ et j', en nous rappelant toutefois 
qu'eiles apparjiennent k des coordonnees obliques , et il 
viendra. 

On deduira facilement de cette equation que les carris dea 
ordonneea aux diametres conjugues sont entr'eux comme les 
produits des distances du pied de ces ordonn^es aux sommets 
de la courbe ; d'ou il suit que , pour d^crire jjne hyperbole 
dont on connait deux diametres conj^ugues y il faut decrire un» 
autre hyperbole sur ces diametres pour axes y et incliner con- 
venablement les ordonn^es de cette derni^re, sans changer leur 
longueur. 

2,01 * ^ I'equation precedente il faudra joindre les soivaotes t 

A^^^ff^ = A* — B^ 

^'5' sin («' — «) = ^5 
A'^ tang « tang J — 5» = o. 

qui se d<^duisent de celles de Tarticle 142 ^ qui appartiennent 

k Fellipse, en y changeant Boiff en B^ — I el B*^ — \. 
Ces trois equations sufiisent pour resoudre toutes les questions 
relatives 4 la recherche des diametres conjugues de I'hyperbole. 
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Iia>preiiiifere signifie quo la difference des carris eonstruUs 
anrles diamet'en conjugate est toujoura igale a la difference 
des carris conatruita aurUs axes. II resulte dc cette propriete 
^ue foutes les hyperboles nVnt pas des diametres conjuguet 
egaux ; car la supposition de A^ =: B^ doniie A ^=1 B , et re^ 
ciproquemenl. L^ hyperbole equilalere eat done la seule qui 
ait dea diametrea conjuguia egaux , et toua lea aiena le aont 
deiix a deux. 

La seconde des equations prdcedentes signifie que le pa-^ 
rallelogramfne conalruit sur les diametrea eonjuguea eat 
ioujoura equivalent au rectangle des axea , propriete qui a 
egalement lieu pour I'ellipse. 

En£a la relation 

A^ tang « tang J — 5' =0 , 

6tant comparee a celle de I'ailicle 1 42 , signifie que I'on peut 
mener, par les extremites du premier axe de Thyperbole y 
deux cordes qui se coupent sur cette courbe , et qui soient 
respectivement paralleles a. deux diametres conjugues quel- 
oonques , dont la direction serait connue ; ce qui permet d'ap* 
pliquer k I'hyperbole le moyen que nous avons^donne pour 
trouver deux diametres conjugues de Tellipse qui fassent entr© 
eux un angfe donn^. 

208. Si , par les extr^mit^s da diam^tre sur lequel les 
abscisses sent comptees y on mene deux droites dirigees d'un* 
maniere quelconque , elles auront pour 6quations 

a et a' etant les rapports des sinus des angles qu'elles font ave« 
ces deux diametres. Four que les droites se coupent sur Phyper- 
bole , il faudra qu'on ait ^ 
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oe qui etablilpour les diamdtres une condition analbguo k c#II« 
qui eriflte pour les axes. 

209, Si , par un point pris sur Fhyperbole » et dont les 
coordonnees y par rapport aux diamdtres conjugu^s , serotit 
m" , y'f y on m^ne una tlingente a cetle ootitb4 » fL faudi'ii 
^combiner ensemble les trois equations 

^'»/ -. ]r^ x^ == — ^'* ff* 

a etant le rapport des sinus des angles que fait la tangente cher- 
choe avec les diam^lres conjugues autquels la courbe est rap- 
portee. L'analogie que nous ayons remarquee entre Pellipse efc 
Thyperbole s'applique encore £i, ces 6quationl , et donne 

et IMquation de la tangente derient 

Celle d'une droite meA^e par Ic centre de I'hyperbole et le point 
de la tangence etant 

on aura 

x" 

Multipliant cette taleur par cello Ae a^ il vient 

IMf'ea: -— - oil j^f^^art' — J9'* = o , 

^'* 

d'o4 ^ suit que le.poii^t si^ tnngende est sur une hypcrl>ole rap- 
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portee a Jes diametres conjugues paralleles k ceux ie la pro* 
posee , et doAt \c rapport est 1« in^rae. CeUc hyperbole papsant 
k I'orlgine des coordonnees , %et par le point ou la .tangents 
rencontre Faze des jc , un de ces diametres est la distance do ct 
point a I'origine (fig 71). Par consequent , pour mener , d'un 
point M dc Thypcrbole , uiie tangcntc h. cette courbe y on md- 
ncra par ce point et le centre le diamctre AM ; par Textrc-. 
iiiit6 jff du diam^trc DAD^yt^n tirera 2>' N parailcle a AM ; 
jMTy parailcle k DN , sera la tangente demandee. Cette cons- 
truction est preciscment celle qui nous a servi pour I'ellipse : 
on pourra done appliqucr k I'hyperbole toutcs les consequences 
que nous avons deduites relalivement a la recherche des 
diamelres conjugues et des axes y lorsque la courbe est decrito 
et que son centre est connu* 

Des Proprietes de V Hyperbole rapporlee a 

ses asymptotes. 

310. L'cquation de I'hypcrbole prend une forme tr^s-re- 
marquable , lorsque Ton choisit sea asymptotes pour axes de 
coordonnees. A cet effet, il faut se rappeler que ces lignes font 
•vec le premier axe des angles dont la tangente trigonome- 

trique est db ~^* Ainsi, en reprenant les formules g^neralea 

j:=! ar' cosie -}- j'' cos*' ^ = a;' sin « +/' sin «', 

il faut supposer 

B ^ , B 
tang « = j^ tang «' i:^ — ^ • 

Alors les coordonnees jc' y* seront parslUles aux asymptotes* 
Or I en substitnont ces valevrs de x et de jr dans Tequation d« 
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rhyperbolc, 

clle devient 

Lcs corfficieiw dej'* ei de j?'" 8onl nuls d'eux- in§int?8 , en 
veriu des valeurft precedentes de lang a et dc tang «^ \ 

celui de *'/' se reduit k ' : et , en vertu da ce» 

Taleurs^ I'equation de la courbe devitiit 

ail. R^ciproqnement, il scrait facile de prourcr que lcs 
asymplules sont les seuls axes de coordonnees qui puissent la 
reduire a celte forme. 11 sufiit , pour s'en assurer ^ de subsli* 
tuer les vuleurs g^ner.iles de x id de jr dans Tequation aux 
axes , et de d^terininrr a ei a' par U condilion que les carrea 
descoordonnefSj"'* et jo'* clisp'iraissent .; c<^r on retombe ainsi 
8ur les valeurs precedentes de tang « el de t .ni; «'• 

312. Dans oette forme nouvelle de TequutioD de rhyperbole, 
O^ reconnait aisement la proprietecaracterisfique des asyinp* 
totes , de s'approcher sans ce^se de la courbe. En eftet , si i'on 
eonsidere la vakur def\ qui est 

en voit que cctte valeur diminue h mesiire que x' angmrnta , 
c*es1-a-dire que la ligne PM^ inrnee de i'asymptol(*a l<i courbe, 
devient de plus en plus petite , ^t esi nulle a I'intini ^tig. 7a). II 
en est de m6me des valeurs de a^. coinparees a ceiles de ^ ^ et , 
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comme cei deux variables doiv^nt ton jours etre ie m^nie signa 
pour qur Ie produil x' j' reste toujoifrs posilif , ces resultats 
sont Ips ineiDes pour les deux branches d<^ la courbe , il n*y a 
que Ie signt" de change. 

2i3. Si Von prend ia lii^ne ^B (fig. 7t3) pour reprcsenter Ie 
prrrnier axe de Thypcrbole ^ el que AX* y AV , soienl les 
nouvedux axes des x' et des y', c'est a dire les asycnplotes de 

la courbe , BE pirallele a AX' sera egale a {^ A* +-8'- Or , 
si par Ie soinniet B de la courbe , on mene Pordonnee BFier- 
roineeauxasynploles, d'apres la construction de ces droi tea, ^i^ 
sera egile a B o » au second axe; par consequent A JF^ sera, aussi 
cgiil a BE , v\ parsuife Ton aura AD=:BD. En rcpctant la 
m^ine consi ruction de I'auire c6le de I'axe AB , relativement 
k r.iutre asymptote, la symetrie de la figure' inontre que 
A ODD' ^ev) un losange, dontle cole^/) inoitie de AFsctsl 

/* + B* 

— . Soit j5 Tangle X^A V forme par les asymp- 



v/- 



4 

totes ; re(|uatipn pr^cedente de ^'hyperbole , multiplide par 
sinjS, donue 

r t - f, A -^ B . ^ 

xy' sm j5 = • sin fi» 



Le premier niertibre repr^sente Taire du parallelogramine 
AP-^Q conslruit sur les deux coordonnces APj PM y d'un 
point quelcunque de la courbe. Le second membre represente 
I'aire du p.irallelogramme ADBD' forme sur les coordon- 
nees AU\ D^ B^ du point B qui en estle sommet ) etT^qua- 
tion precedenle fait voir que ces quantites sont oonstamment 
^gales ml relics. Le grand losange BB^EE^ y quadruple 
de.ADBD', se nomme la^puissance de Thyperbole. 

214. JLtorsque I'byperbole est ^quilat^re ^ I'angle des asyma- 
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totes eat droit : sin /8 =r i.; le losange jiDBD' devient un catre 
qui est toujours egal au rectangle des coordonnees. 

Pour, plus de simplicite , nous supprimerons les accens di's 
rariables x* y^ , en nous rappelant toutefois qu'etant complees 
sur les asymptotes , elles sont en general obliques. De plus ^ 

jiotis ferons ■ » = M' , et il viendra 

4 

»i5. Soient jp'', ^", les coordonnees d'un point quelconque 
de I'hyperbole, on aura 

A par ce point on lui mene une tangeitte f ello aura pour 
equation 

II s'agit de determiner a. 

Four cela , nous considererons d'abord cette droile comme 

tine secante ; et pour trouver les points o\i elle rencontre 

. I'hyperbole , nous combinerons les trois equations prec6- 

dentes. Or , les deux premieres etant retraiichees I'une de 

Tautre, dohnent 

j^ — ic" j^" =s o , 

^ui peut se mettre sous la forme 

ou , en«mcttant pour/ — j'" sa valeur tiree de Pequation de la 
droite , 

Cette relation est satisfaile quand a; r= a/' ; ce qui donn«r 
y =: y" , parce que j:", y, sont les ooordonn^ca du premier 
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point d'inteTsection. L'autre facieur , igtlek zero, donne 

Si la drolte est tangente, oetfe relation devra enoote ^tre latis- 
faite quandx=: x''^ eifszzjr'^ j ce^ui donne 

ax^ + y = o ou = jr ; 

« 

et J d'apris cctte jiraleur | Fequation de la tangente davient 

a 16. En faisayt/ SCO dans cette Equation , on aura I'abscuse 
du point ou lu tangente rencontre I'axe des x, etx — x*{ lera 
la yaleur de la aoatangente. Oa trouve ainsi 

lf» - tfiM •^•m ^t • 

c'est-^-dire que, lorsqueThyperbole est rappottee k sea asytnp^ 
totes , Ja soutangente pour chaque point est egale k Tahscisse 
qui lui correspond. Ainsi , pour mener cette tangente y il faut 
prendre sur I'asyinplote , k parlir du pied ds Fordonn^e PM^ 
une longueur P T zz AP zm jof' ; MT wetfi la tangente de- 
mand6e(fig, 73). 

On voit J par cette construction mime , que 9 si Ton pro- 
wnge la droile jif 7* jusqu^^ sa rencontre avec l'autre asymptote 
ttit yOU aur& Mt:=z MT. La portion de la tangente qui est 
comprise entre les asymptotes se trouve donc^ ooup6e au point 
^6 tangehce eh deux parties egales. 

217. Si Ton mene au point Jkf le diam^tre ^Af, et qua 
Von nomme yS Tangle Y^ /^X^ form6 par les deux asymptotet 
(^6- 73), les triangles AMP , TMP , doniieront 

AM* =^« •\'X^±t nxy cos/3 
TM* =y* 4- x^;:^: 2xy cos jS} 
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tfoi Port tire 

\AM*-'MT^:=t^xyco%f^ (i) 

L'angle forme par les > asymptotes et I'axe , de la courbc 

B 

a pour tangente trigonom^trique --j- : on aura done , en le 

nommant 4 

sm ^ = — -, eos tf = — r 



L'angle ^8 = 2 ^ : done 

cos j5 =; cos* ^ — sin* ^ , • 
oe qui donne 

L'equation de I'hypertole donne 

Substituant dans Tequation (i) , il vient . ' " 

^ Jf » —ilfT" ou^'» — il/T» =r^* —J?». 

Or , >^* —5' ==.u^'* — 5'» , done MT = 5' ; celte relation 
aoit subsisler eutre les^ diametres conjugu^s de rhyperbole* 
Tn^M est un diam^tre; done TMcesl son conjugu6 : ainsi , 
lorsque I'on connait un premier diametre mAM de I'hyper- 
f>ole y son conjugu^ est la portion de la tangente menee k son 
extremity y et terminee aux asymptotes. * 

2 1 8. On vient de voir que , si d'un point quelconque Jkf " pris 
sur Phyperbole (fig, 74) , et dont les coordonnees sent a?", jk''# 
on m^ne une ligne droite qui ait pour equation 

y — yf = <» (a? — «" ) , 
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Vautre point jff^" , dans lequel elle rencontre la courbe , est % 
determine par ^equation 

ax +y' = b ; 
d'oi!l 

a 

C'est la valeur de I'abscisfte AP^**. Mais , si Ton fait jr =0 
dans I'cquation de la droite , elle donne aussi 

a 

Alors X represente I'abscisse ^Q" du point ou la droite rcn- 
tontre Faxe AX , et ar — J?" est la valeur de P"Q" .• il 
jresulte done de ces expressions que P^^Q^' =s u^P'". Par 
consequent , si I'on mdne M'^'Q^ parall^le h AX , lei 
triangles P'* M" Q" , Q^M^'^q"', seront ^gaux , et le» 
lignes Hff Q'^ , M'" Q'" , seront ^gales entr'elles. 

C'est-k-dire que 9 si d'un point quelconque de Phypep- 
tole y^gifin** "^^ droite quelconque termin6e aux asymp^ 
tojks f les portions de cette droite comprises entre les asymp-* 
totes et k courbe seront 6gales entr^elles. Cela a encore liev 
quand la droit^^ tangente, comme on I'a yu precddemment* 
Ceci foumit an moyen trds-sin/ple de decrire une byper*- 
bole f dont on connait un seul point Af", avec la position dei 
asymptotes ; car en menant de ce point une droite quel- 
conque QI^M^^Q^V termin^e a ces lignes , on porter/i Q'lJkPf 
de Q/^' en JfeT'' ; Af' " sera un nouveau point de la courbe, Ea 
repetant cette construction , on trouvera autant de points qu« 
Ton voudra« 

Pour le trace , il est plus commode de ne pas mener toutet 
les lignes d'un seul point ikf, cl de faire servir h cet usage 
quelques-uns do ceux'que Ton determine. On ivite aiasi la 
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confasion qui resnlterait d'un grand nombre de lignes passant 
par un mdme point. 

Ob pent employer cet^ confitruclion Ais qu'on connait les 
deux axes de Fhyperbole et son centre ; car il est alors facile dt 
determiner ses asymptotes. 

De r Equation polaire de V Hyperbole , et de la 

Mesure de sa surface. 

a 19. £n reprenant ici la uySme murche que nous avoni 
suivie pour I'ellipse , nous pouvons deduire Fequation de 
rhyperbole d'un^ seuk des circQnstanp^ qui U caract^^- 
fisent. 

Propoflonsrnoua, par example , dc trovv^r une courbe telle 
que la difference ^es distanoes de cfaacun d^ fes points a d^ux 
points donQ^s soil eonstante et ^gale i 2^. 

Soient F^ P y 1^ points donnes (fig. -75), Pla^ons Forigiae 
•a jif au milieu is bi droitt FF\ que nopa feron^ ^gale k^ c; 
et y supposant qu^ J/soit un point de la 09urb9 dontles coor^ 
doonees AP^PM , seront repprc^nt^ea i^ij^otjr ^ od aura t 
m nommant it ^ itl lef di9tf»cea WM 1 JPM.^ 

£0 operant id cpnune dans Fellipse , on trpuvei-a 
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qui peut se mettre sous la forme 

Cette forme est la m^me que celle que nous avons trouy^ 
precedemment pour Tellipse. En supposant x nul , elle donn« 

Cast le carre de l'ordonn6^/ qui passe par Torigine. Mais ^ 
dans le cas actuel j o^ k est necessairement plus grand que 

ji y cette ordonnee est imaginaire , et d^ la forme B V^ — \ , 
B etant une quantity r^elle. On a done ^ par cette suibsti- 
tution y 

et il en resulte I'^uation 

qui est celle de I'hyperbole r4pp6rtee au centre et k ses axes, 

:22o. On pourrait , au moyen de ' ce qui pr^c^de , et en 
placaat I'origine des x a I'un des foyers, former pour Thypcr- 
bole une Equation polaire analogue k celle que nous avops obte^ 
nuo precedemment pour I'ellipse* EnefTet^ si I'oa it^prend 
I'equation 

et que Ton transporte I'origine des x au foyer F^ on aura , ch 
tubstituant ai -^^c pour x , 

if ss — ^ •+■ c — — — • 

A 

liCS nottveUes abscisses a? sonl comptees , & partir du foyer F^ 
dans le Ai^me sens que les precedentes , c'est-a-dire qu'elles 
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^ sont positives dans le sens FP 9 .en s'eloignant du sommet do 
la courbe, et negatives dans le sens oppose. Introduisant au 
lieu de I'abscisse a;' I'angle MFP forme par le rayon vcc- 
teur FMy et le prolongement du grand axe du c6l6 des abscisses 
positives; en nommantcel angle ^^ le triangle JI//P rectangle 
en / ; donnera 



X^ZZLiCOSV, 



Substituons maintenant cette valeur dans I'cquatioa 

, c 

et faischs comme pour relllpte •*---- := ^ , ce qui rendra ici e 

A 

plus grand que Tunife y puisque Cest plus grand que ji dans 
I'hyperbole 9 nous aurons alors 

zzn — ^ 1- 

1 — e; COS if 

Cette Equation est analogue a celle que nous avon^ trouv^e 
page 1 74 pour Tellipse , mais ccpendant avec cette difference 
, remarquable, que Fcquatioil polairedeTellipse donnait tous les 
points 4^ celte courbr. £n substituant k Tangle v toutes les 
valeurs , depuis o jusqu'a 4oo^, au lieu que dans le cas de 
I'hyperbole ,. I'^qualion polairo que nous venons d'oblenir 
n'appartient qu'a la branche MBP que nousavions consideree 9 
et qui est situee du c6te des abscisses positives. 

Pour inettre ce resultat en Evidence • il suffit de discuter 

< cette equation 9 en donnant successivement a v toutes les valeurs 

possibles , depuis o jusqu'a 400? , et se rappelani qiie , d'aprds 

les reflexions que nous avons faites en partant de lequatioa 

polaire de I'ellipse , on ne doit alors employer que les valeuta 



/ 
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^silivesdu rayon vacteur r, et regarder les valeurs ndgatives 
comiQe designant des points imaginaires. Cela est fonde sur ce 
qu'en supposant le rayon yecteun positif , les seules variations 
de I'pngle v sufiisent pc^r determiner successivement tous les 
poinds du.plan 9ur Jequel la courbe est decrile. 

Faisons d'abord (^ = o , nous aurons cos (^ = -|- 1 > et par 
consequent 



\ — e 



la valeur du rayon \Eecteur r etant negative, il s'ensuit que la 
courbe n'a aucun point qui corresponde a cette valeur de r; en 
effet , nous savons que la branche hypei*bolique BM ne coupe 
point I'axebsur son prolongemeut aii-deita du foyer F^ mais 
s^ulefBcnt a son sommet en £. 

;^ ^verol^ le signe de la valeur de r dependra de celui du 
denominateur i — *- « oos ^^ ; t^irte numerateur — Ail—- e') 
est' esseiiiiellement positif ^ puisqiie e est plus grand que 
I'unite. Puis done que 1 — e Cos if est n6gatif , quand p ==1 o, 
on voit qu'il restera toujours n6gatif , jusqu'a ce qu'il devienn* 
nul , c^est^u'-dire jusqu'^'ce que I'on ait " ^ 



-1 



cos ^£3 — ^— 

> ainsi , depuis (^ =0 jusqu'^ cette limite fle (^ , la brandbe j?ilf 
n*aura aucun point reel. Voyons ce que sigaifie cette limite. 
, II est visible qu'elle repond au cas od le rayon vecteur r de-, 
^ vient parallel e aux asymptot(?s de* la courbe , car cetle valeur 

jLe cos f' rend le rayon vecteur s infini. ]^n effet ^ en remettant 

pour e sa valeiir —7- ; on a 

A 
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ctl'on voit par cette eipression que Pangld Pt^i ^r6c&6menl 
celui que les asyfcuptote^ formi^t avcc le gtahd axe ^ cat , ^tt $id 
reportant ^ la figure 7? ^ oti itous avbtts cotisfrait ceil dtSoite^ j 
la ligne ^il men^e par le ^bmmet de l%jrperbole pdrpendi^iu* 
lairement au grand axe , et termin^e au:^ asymptDte^ , ^lait 
^jgale h la nioitie dil second axe ou a B ; par cotis^nent , 

rhypoth^nuse JIR ^tant ^e k }/ A^ +5', c'est-i-dir^ 
^ Fexcenf ricit^ AF^m neus avoM iei v^resentee par c ; con- 
6equ8mment dans le triangle ABR rectangle en J3 , on a 

A "A 



coe^ =3 — 



oomme nous venona d^ te troiiver, ' ^ 

On au)rait ^galement pu verifier c^ i^^tlltat ^ santt r6«duri)r > 
aux con9tructionir<le k figaf^ 73^ oar> pub^iiid noitt troirr^ns 

A ♦ • . 

cos f' =;: i^— ; nous aurons ^ en remettant pour c sa valeur 

d'oili Ton tire en divisant cSs £quati6h^ jnembre a membra 

% I B 

fang P-sz ^ 

,A 

' et c^tteexpr^sslt^n estpttSefsdiitent celle que nous ^"^fiis trotitr^ 
plus haut , daxts Tarlicte ^oi, pour Ik tangente trigbndih^triquo 
de Tangle forme par les asymptotes avec le gtaitd ax6. Nbiir 
nommerons cet angle /^. 
Conlinuonsla discussion de notre courbe (fig^ jS). Du moment 

ou cos ^ est moii)dre que— \t ddnomiiiateur ^ I — « cos ^ , da 






Dt L'tiVPEABOLE. a4S 

la Tal«ur ie g devient positif ; et comme le namerateur est 
^gulement positif, la valeur de z est aussi toujours positive et 
indiquera des ^points reels 3 ainsi y en considerant d'abord les 
valeurs positives de cos ^ ^ on yoit que cela aura lieu depuia 

cos <" = — - qui donne ps^K, jusques oos ^ =r o ^ qui donne 

f = 100* ou le rayon vecteur FK perpendiculaire a I'axe »• 
Au-delA de cette seconde limite , y oontinuant k croitrd , 
devient plus grand que loo^ f cos v devient dime negatif « et 
le d6nominateur cos v reste essentiellement positif : ce qui 
donne encore dei rayons veoteurs positifs'^ et par consequent 
des points feels situ^de rautrec6t<^ dela perpendiculaire FK» 
Cela aura lieu ainsi depuis f 3= 160*^ , jusqu'a y =: 200^^ et 
ensuite depuis v = aoo* j jusqa'^ v s: 5oo^, qui redonne en*- 
core cos (^ = o. On aura done par ces valeurs la portion de la 
tranche byperbolique KBK', Au milieu de cette branche , 
c'eat-k-dire quand f* =3 200* ^ la oourbe rencontre Ta^ce des 
abscisses ^ on a alors 

e'estla valeur du rayon vccleur 2^^ distance du foyer jFau som- 
met de la courbe. 

Enfin , ^ devenant plus grand qu^Soo* , eos f redevient d» 
nouveau positif; par consequent le d^nominateur i — e cos J' 

ne peut ^tre positif que jusqu'i la valeur coa ^ = <— qui r£- 

pond k k seconde asymptote et donne de nouveau le rayon vec«- 
teur s iniini. Ge sont les dernidres valeurs de p qui donnent dea 
points r^els , car depuis cette valeur de p , qui est ^ ::= 400®— ^ 
jusqu'^ p z= 400**; le denominateur de » est consfamment ]i6- 
galif ainsi ^lae « ^ et par oons^queat la courbe a'a plus da points 
r^els. 



cos 
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Cette discussion nous fait retrquver suceessirement toutes 
les parties cl!6 la branche hyperbolique MB^M y depuisl'une 
jusqu'a I'autre extremite, mais on volt que r6quation que 
nous avons ainsi discut^e ne donne precis6nlent ^ue cette 
branche^ et ifoflre rien qtii se rapporte^ I'autre branche 
situ6e del'^titre c6te du petit aXe. > 

Mais on obtiendrait aussi cette demi^re branche . si au lieu 

■ ' '■ . . . • • • * 

•de discute'r I'equation particuliere 

jf =5: -— *.jl.»f»:*i— — OU jS = — — ^^ '" 

A 1^—e cos p 

^que nous avpn3 obtenue pay laconnderation de la seale branche 
BM . situ^e. ; du c6te dps , , i^b^cissqs positives , on transfornie 
directement) e,^,; iqpprdpnpef s-polaiires I'equation generale d« 

.rhyperfeole. rapporteeaux fixes v , 

\ jiy*^B^w*:n—A^B^ 

qui contient'1^8 deux branches de cette courbe. 

• ' 'Pour ramener d'abordl'ofigfne au foyerJP'(fig. 75), eii lais- 

8ai}t toujours les abscisses positives dirigees dans le niSrne sens \ 

il nouaJau^a faire . - , : : , 

X'ZH x* + c 

t * 

ct ensuite intrdduisant I'angl^ p forine par le rayon' Vecleur t 
avec le prolongement FX. du grand axe du 66te des abscisses 

positives , rious dcvrons prendre . .' 

-III.''' 

« ■'~— Al . •. « 

A. ^ 

- x^ -=1 & cos v\ r = « sin «'. 

s etant le rayon vecteur ; ou ce qui revient au m^me , il 
iaudra faire^ceis detix transforniations ^-la-fois > en substituant 
•au lieu de cr'etdey les valeurs com plettes * - 

^r' = c + « cos i' 5 y = j5 sin *^; . . 

ftiir qiiei Uni^ faudra pas oiibliejr q^i^^ les ;rayoii8 ^eiBteurs petMr 
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fpute la courBe sont coniptes & partir du {oyerFy cl que les 
angles v sont compt^s depuU JF^ prolongement du grand axe^ 
jusqu'i ^ := 4oo®. 

. Faisons done cette subetifitiidn et ordoniionri'^quation trans- 
formee relatiVement k z , elle deviendra 

(y<" sinV — J5' cosV) 2'--.2 5* cjscos jt.-. ^ V=:— ^» 5* ;, 
mettona pour B* aa valeur c'— u^% el nous aurons 

en resolvant cette equatioii- par rapport a js , eile donne deax' 
racines rationnelles , ^ui aonjt; . -: 

^' — - C> cos* ^ • ^^ _ C' ps^ ^ . ; 

or , le denominateur ud(^-— c* cos* p est le produit des' deux 
facteurs -^— ccos ^ , et -rf -f-<? cos ^; chacune des expressions 
prccg^entes est divisible- par un de ces'lacteurs; ^t eh effect 
tuant cette division il reste 

8 r= »■ 



Maintcnant faisonus coraiue precedemment -^ =: « et ces va- 
leurs deviendront * 



, • ■ . X^'A ' 



> I . • 



^ ■ * "~^ *f COS if i' iX'rfi <?n« tj ' ' 



1 -J- « cos *> 



l> I 



la premiere cut la valeur ^ue nous aTons d^ja discutie et qui 

r6pond41abrancbeMJ5if'situ6educ6ledes abscises positives; 
laBcconde-Sefporid 4 la branche oppos^e q{,r si irouve ainsi 
rapporte. au «6me foyar'iT; (f^t-a-direSion foyer^extaieuT-, 
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£q efTet , discutons cette seoonde equation : fiiittiif d*abor^ 
pzsiOfCe que donne cos i^ =:: i , nous aurons 






puisque e est plus grand que Tunif^ ^ cette yaleur de « est 
negative ; par consequent la branche que nous considerons h'a 
pas de point reel qai soil situ^ sur Taxe y du dAi JPX dtt 
foyer F. (fig. j5), 

n en sera de ni6me tant que le denominateur i -f- ^ c^ ^ 
<ei:a positif , car le nuni^ratear ji (i — e') 6taat n6gatif , * se* 
trouvera aussi n^gatif. La premiere yaleur poeitiy^ de ;ar et par 
consequent le p/emier point r^ej de la courfa^ se trouvera 
quand le d^noxninateur devion^a b«1 ,- e'o$t-i-dir9 quand on 
aura 



1 

cos ^ =2 — • — i 





Soit jP^' la valeur de I'angle qui satisfisdt a cette Equation. Tout- 
^-rheure en discul^nt I'autre branche nous avions trouv6 qu« 
la courbe commen^ait a ^tre reelle quand oil avait , 



/ 

cos C» =: — ^, 

e 



et nous avons vu que Tangle V qui satisfait It cette ^uatio^ 
6tait celui que forme I'asymptote AR avecle grand axe. £a 
comparant ces deux conditions ensemble « on voit que lea 
angles f^ et F sont supplement I'un de i!a«tre | c'est-i-dire 
que Ton a 

^'=:2oo«--r, 

et par consequent Tangle J^ correspond m ppintde la aeoonde 
branche qui se trbuve 8itu6 si^ I'asyn^^tP AB!^ . 
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- Maintenant , depuu *» = ^' josqu'^ v = 4oo® — J^ lea 
Tflleurs du facteur 1 *|- « cqs #^ seront cohstammeut negatives. 
Les valeurs de » donn^e^ par I'^quatiqn 

jras — i i 

I + eoxn^if 

aeront done positives entre ces limites^ et par consequent la 
branche que nous discutons aura toujours un point reel pour 
chacune de ces valeurs. La limite v =?. 400° — V^ r^poud k la. 
aeconde asymptote de cette branche* 

Mais quand v deviendra plus ^and que 400* — * V^^ la 
valeur de 1 -|~ ^ coa u redeviendra positive \ par consequent % 
sera ce nouveau negatif et la branche n'aura plus de poi^t reel. 

On voit par cette discussion que Ics deux equations 

1— «G08^ "l+eCOS^ 

appartiennent chacune k une seule branche de I'hyperbole ; 
avec cette difference que Forigine des rayons vecteurs & etant 
plaeee au foyer interieur de la premiere , se trouve par conse- 
quent, pour la seconde , plaeee au foyer exterieur. Quand nous 
avons transforme I'^quation de Tellipse en coordonn^es po- 
laires y nous avo|is obtenii aussi deux valeurs du rayon vec- 
teur y separees et rationnelles ^ relativement k cos v. Mais Tune - 
deces racines donnait constant ment des rayons vecteurs negatif s ; 
tandis que Fautre y constamment reelle , donnait k elle seule 
tons les points de la courbe* Dans I'hyperbole nous trouvons 
egalemeiit deux valeurs de % separees et rationnnclles , mais 
chacune d'eties repnesente une des deux branchas de la courbe at 
donne tanldt des valeurs reelles , tant6t des valeurs imaginaires ; 
ce rappoat et cbs differences enlre TeUipse et Thyperbole xne- 
ritent d'etre remarques. 
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D'apres ce que Ton a vu dans Particle i5j, I'dquation polaire 
de Tellipate qui donne des rayons vecteurs positifs , «t qui de* 
termlQe tous les points do celte courbe^ est 

1 + a cos ^ 

e repr^sentant le rapport de I'excentricite au demi grand 
axe. Ce rapport dans I'ellipse est moindre que I'unite. Suppo- 
sons-le au contraire plus grand que I'unite^nous aurons I'equa- 
tion d'une«branche hjperbolique rapportee a son foyer cxle- 
rieur. Faisons ^e plus ji n^galif en laissant e plus gjrand que i , 
nous aurons encore Tequalion d'une branche hyperbolique ^ 
niais rapport^ a son foyer interieur. En fin y supposons e 3= I 
et faisons en meme-temps le grand axe j^ infini , en sorte qu« 
le produit A\i — e^), qui repr^sentele demi-parametre de la 
section conique^ ne s'ev^pouisse point et reste ^gale a une cons- 
.tante /i ^ nous aurons 

P 



Z=: 



"9 

1 4- cos ^ 



c'est i'equation polaire de la parabole. On voit done que I'equa- 
tion polaire 



ii •*■ 



I -|- ^ COS P 

pent representor en general toutes les sections coniques , pourru 
que ^ et <? y soient modifies convenablement. 

:22i. Nous avons va que I'hypexbole equilat^re est, par 
rapport aux anlres hyperboles , ce qu'est le cercle par rapport 
aux ellipses. En appliquant ici ce que nous avons dit a la £n de 
Tarticle 1 58> on pourra oomparer I'aire d'une portiofl determin^e 
d'hyperbble quelconque ^ I'aire correspondante d'une hyperbole 
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« ^uSat^i^ qui aurail le m6me premier axe ; et il en r^sulie que 
eta aires , comprises entre les mSmes ordonnees , sont entre 
elles dans le rapport du second axe au premier. II suit de Ik 
que; pour toutes les hyperboles qui out le m^me pi'emier axe, 
ces aires sont dans le rapport des seconds ; mais leur mesure 
absolve ne peat s'obltnir qtte{)ar le moyen des logarithmes , et 
la methode qu'il faut suivre pour y arriver ne saiirait trouver 
place ici. t 
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222. Nous venons de discuter avec detail les Equations par- 
ticulieres de Tellipse , de la parabole et de Phyperbole. Nous 
av9ns vu comment on peut en deduire la forme de ces lignes , 
, la direction de leurs branches, celles des droites qui les touchent, 
en un n^t, toutes leurs proprietes. Mais les equations des lignes 
courbes ne se presentent pas toujours sous une forme aussi 
simple; elles sont le plus souvent composees d^un grand 
nombre de termes qui masquent les res ul tats les plus remar- 
quables , ou ceux que Ton aurait le pliis' finter^t de decouvrir. 
11 est done utile de savt)ir degager ces resultats simples 
de la complication qui les enveloppe ; et Ton y r^ussit 
toujours en suivant la marche gen^rale que nous venons d^in* 
cKqucr dans les cbapitres precedens ; liiais , comihe F usage de 
cette methode deviendra plus facile .par 4Jae}ques exemples^ 
nous aliens Fappliquer.a la discussion dp T^quation generale 
An second degre ^ ^ deux indetermin^s ; ce qui r^unira sous ua 
seul point de vdie tpus les cas que nous avoni consideres jusqu^a 
present. .... 
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sad< Frenons done I'equation gen&nia 

iMnB laqoelle xtty designent des ooordomides rectangnkires , 
«t cherchoiu la ntyatioa et la jCbmie det oourbes qu'elle re- 
presentee siiiTant les diffihrentef vdeun det ooeiSaCTs A,B ^ 
C,D.JE,F. 

• Pour oela , nous la resoudrons par rapport ky^ oe qvi don^ 
nera 

A cause du double signe da radical^ il y a en g^^ral deux var 
leurs de jr ; c'est-^-dire que « gi6neraleni^Qt parlaiU t il y a deux 
ordonn^es qui correspondant a la mtoe ahscisie. On pounra 
€alculer et oooBtruire oes ordopu^es lorsque fe$ raleurs.deur 
ato k X rendroQt le radical r^el : si ^Ues le rendent nul . i) 
* n'y aura q[U'une valeur de/, et il n'y aura qu'une ordonn^e \ ' 
cnfin 9 si elles le r^ndent imagio^e , il ii'y en aura point da 
lout f et la oourbe ne passera poa au-dosauy de Tabscisse que 
)fon aura oonsider^e. 

Ain^i y pour oonnaitre T^endue et lt» Umites de la courhe 
parall^lement k I'a^e des abscisses ^ il faut chercher I'^tpndiie 
et les limites des valours de :;p q«ii rendeiit l|i parUe radicals 
r^elle , nuUe ou imaginairt. 

234. Mais conune tout oe que qoos aljoiis dire poctesurla 
resolution de P^uation relativement il/ > il iaut supposer que 
cette r^olutien est pesnUe, c'est-^ifdire que le terme y^ ne 
manque pdint dans IMquatimi ^ ce qui esdge qi^e A ne soit point 
nul. SI A i^tait nui sans que C fut n\A., l!^ti«laea oontiendraift 
encore le carr^ de x*^ On pourrait done la r^soudre rek&re- 
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jnent k ^ et Tpn appliquerait aux x tout ce que. nous allons 
dir^ d^/ dans le premier cas. Enfin^ ai ^ et C etaient tous 
d^x nu)s , 99in8 que B le f ut , 11 n'y ^urait aueune rc9oIutioii 
k £»ir^ ^ et Yon voit tQUt d« suite que I'^quation reprdaenterait 
une byperlK>le rappori^e k aea aaymptotea , maia dont le centre 
no ^erait pas plsice 4 1'prigioe dea ooordxiiineea x eiy. L'abaciaae 

de ce centre serait — -=-8on ordonn6e-»-=-jcommeoilpcut 

ai«dtnent le voir en traftsportant Porigine dan^ ce point ; enfin , 
si ^£C etaient nuU li-la-foiay Tequation no r^preaenterait plus 
qu'uoe }igne droite , et il n'y aurait plus lieu a la rte>udre. Ces 
eas particuliers n'Qfirant auQune di£&cuhi6 , doiveot^tre ezclus 
d'ttue discussion g^nerale ; cVst pourquoi , dans ce qui va. suin-e, 
noys suppqserojpa toujours que 9^ repr^aente la coordonnee dont 
k eiirre reste dans Tequati^ que Ton sc propese de discuter , 
ou en d'autrea ternies , nous supposerons que le coefficient J[ 
nWp^nul. 

3a5. Alors le^ diverses circonstancea qui d6terminent la 
v^aiit^ d» fj et la poasibilit^ ou Pimpossibilite de fa couri>e > 
dependent du sigae de la*quantite 

Or g of^ d^moptre en 9^lgebre que , d^s ane expnesffioa de oe 
^enre, o^peut touj^u^s {^endr^ x ^Mses grwadpour qtiete 
siigne de tout le polynome ne d^pende gijus 4ue de celui de soil 
premier terme ^ qui est ici (^^ *^4 AC) x^i et oomme le 
c^rre x* est toujouss p^^tif par luinol^ine 9 oe signe sent 6^*- 
termine pai: celui 4^ to q^^titi B^ r^^AC* II est visible 
d'ailleurs qu il ne chao^fi plm M-^el^ ie ce terme , lorsque 
rpn prendra pour x des valeurs de plus en plus ffojx^es , parce 
que le premier terme {B* — 4 -df C) x* aurpassera toujours de 
plus en plus la somme de tousles aUtres) d'ou resultent lea 
consequences suiyantes'. * 
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Lorsque J}* — 4 AC sersL n6gatif , il y aura des ralears 

cle X au-deU desqueJles Fordonneey deviendra to u jours ima-' 

ginaire , soit qu« Ton prenne x positif ou ndgaiif. La c«urb& 

aera done limit^e dans le sens dea ac tant positifs que ncgaiifs. 

- Lorsque B* — 4^C jiera nul , le potynome afFcct^ du si^& 

vadical perdra son premier terme. Alora ^ si B,D ^— * 2 AE est 

une quantity positive y on pourra prendre x poaitif aussi grand 

que Ton voudra ) y sera toujours rdel : mais y si an le prend 

negatif ; y finira par deve^ir imaginaire. Ce sera le contraire 

lorsque BD^^Z AE sera une quantitd negative. Ainsi , danv 

ces deux cas , la oourbe s'etendra indefiniment du c6te des 3& 

positifs y ou du c6te des x n6gatifs.^ et elle sera limit^e dans lo* 

sens oppos^. Cette definition ne s^applique point an cas particu* 

lier ou BD-^ 2AE serait nul en m^me -teiDps ^ue B* — ^ACf 

mais il est Evident qu'alors I'^quation propos^ei'epresente deux 

droites* 

Enfiuy lorsque JB' —^fkACsera. positif ^ il j aura desvaleuni 
positives et n^gativea Ae x y au-dela desquelles I'ordonn^ jr 
^era toujours reelle. La courbe s'dtendra indefiniment dans le 
sens des x tant positifs que negatifs* 

£n resolvant ^equation gjinerale par rapport a x, au li«u de- 
la resoudre par rapport kfy on trouverait pour Taxe des j des 
indication* analogues. II est m^me facile de s'assurer qu'^lles^ 
ivnti^eraient dans les pr^c^dentes ; car le coefBdienl dey , sous 
le radical; seraeneorc jB**— kACy et , selon que ce coefficient 
sera n^gatlf , nul ou positif^ la courbe sera Kmitee dans le 
sens des / ^ oti elle s'etendra indefiniment dans nn sens paralld- 
lement It cet axCi oU enfia elle s'etendra indefiniment dans les. 
deux sens y du c6te des y positifs et negati&. . 

226. Nous sommes ainsi conduits a partager les courbes du 
second ordre, d'apr^s Tetendue et la direction de Icurs branches ^ 
en trois classes distinctes ^ savoir : . '^ 



} 5'— 4^C=o 
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Courbes lixnitees dans tous les sens : -j , jn.^^ 

caract^re, /. ^ 

Courbes inde^^aies dans un sens ^ et 

limitees dans un sens oppose. 
Courbes indefinies dans tous les sens. 2J* — 4 AC ^ o 

^ L'ellipse » telle que nous I'avons discutee ; est comprise dans 
la premiere classe ; la parabole , dans la seconde \ Tfayperbole , 
dans la troisi^me. Mais nous ne savons pas encbre si elles sont 
les seules qui s'y trouvent renferm^es : c'est une question quo 
nbus examinerons par la suite. 

Nous allons maintenant discuter en particulier les trois 
classes de courbes dont nous Tenons de reconnaftre I'etistence ^ 
afin de determiner precisement leur forme et leiir situation. 

I 

Pri^iere Classe. Courbes limitees dans tous les 

sens* 

Caract^re ,5* — 4 AC < o. 

227. Pour discuter cette classe de courbes , reprenons la 
valeur g^nerale de^ , qui est 

Cette /expression nous apprend que , pour trouver les points 
de la courbe^ il faut construire pour chaque abscisse AP 

(fig.75^/*)uneordonn6e6galei— < ~ "^""f > ^^ ^"^ d^termi- 

nera-un certain point tel que N\ au-dessus et au-dessous duquel 
on devra ensuite porter la quantite que le radical represente ; 
d'ou il suit que chacun de ces pt>int8 JV, divise en deux parties 
egales la ligne correspondante MM^ quise termine k la courbej 

Cette quantity — ? < -^ Ji* V^^ V9xiQ arec chaque vaieur 
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d€ JT I est rordonnec d'une ligne droite qui aurait pmt ^qaa* 
tion 

Par Cotis^quent , cette ^roite est le lieu de toas k§ points N 
que nous venons de oonsiderer \ et elle divide en deiUC pilfties 
egales toutes les droited tneflees {lataileiement A Faxe'ded /, et 
termin^es a la coUrbe. On pent dortc , a cause de cfctte prdpri6te, 
lui donnerie nom de diaitikn. Co f^sultat 3'^teiid k toUt6s les 
courbes du second ordrer 

:&28. Chei^chotis maintenant la lituit^ d6 la cdutbe datis le 
sen$ dei x. Poiif cela, 11 est tr6§-Utile de dficotnposet* en fac-s^ 
teurs le poh^nome qui est MXi& \<6*\pit radical. Oi^ , on petit 
^crire ainsi la vaieur de^ , ' ^ 



etsi Pon^represente par x'et x". les deux racines de Pcqua- 
tion 

oA pourra ensuite lui doniyr cette forme 

Alors on voit queltfr^alitd o^rimpossibilit^ de j dependra uni- 
' * iquedent d«t ngatoM t]Ue pr^droAt lesiiarctettri ^— ^ar'i a: — d;^'; 
et |>ftr oont^quent le^ limitea de la odurinB ddpendront des va« 
teun de a:' et de «". 

Or ces tacities petrvent ^ttv reelicB et in6gale4 , on r^elles *t 
^g%^e6 9 ou enfin toutes deux imagliiaires. Noiu alions diaouter 
aucces&ivement oes troia cas. » 
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d^9« Si eOes ite>nt t^tlle$ tt inegale^ , lors^ife les valeurs 
it dc tonibcrDnt emittf oe? et *", les fedeaM * —a?', x — ar", 
8dit>ht de Aigne Ccttlti'aire ; et leur ptoduit ( j: •— :c') (a: — x'') 
sera tliigatif ; ci comin* ^* — 4 ^C est aussi negatif , la quan- 
tit6 (^* — 4 -^C*) {x — a:') (at — ar") sera positive; par conse- 
quent , I'ordonnee y aara itvH valdurs r^elles. 

liorsqn'on fera * == a;' ou s =7 *", le radical s'dvanouira , 

et las deux valeurs de^ se confondront en une seule , qui sers 

Bx + D 
r^elle et 6gale 4 •*** ■ • ■ ■ . ' • ■ Dans ce cas » it a'y ittira ricn 4 

porter au-dessus du diametre pour avoir les ordonn6es de U 
courbe ; et, par consequent , les abscisses x^ etx" appartiennent 
aux points o^ la courbe rencontre son diametre. 

Enfin f lorsque Ton prendra Oi positif oa ndgatif , mais plus 
grand que *' et que x*', lc3 deu± facteurs x — x', x — *"| 
seront positifs aussi bien que leur produit [x — x') (x — x*!)i 

et a cause de B* — 4 AC n^gatif , la quantity. . * « . . • 

.( JJ* — 4-<^C) {x — «') (* — a:")8era negative : ce qui 
rend les deul valeurs de y imaglnaires. 

Oh Yoit done , par cette discussion, que la courbe est continue 
entire les abscisses »' et x'^^ et qu'elle ne s'^tend pas au-delii. Si , 
aux extremites de ces abscisses , on il^ve des perpendiculaires 
indefinies sur I'axedes jp , ces droites comprendront la courbe « 
et meme elles lui seront tangentes , puisque I'on pent les oon- 
aiderer comme des s^cantes dont les deux points d'intersection 
. ie confondent en un seul. 

En r^solvant I'^quation propos^e^ par rapport a x, au lieu de 
la r6soudre par rapport a ff on arriverait k des conclusiona 
aemblables, pourvu toutefois que le carre de x^ yentre ;h>ji 
trouverait la courbe limitee entre deux valeurs dey, aux extr^- 
mit^s desquelles on pourrait m^er deux droites parall^les k Taxe 
des abscisses , et qui renfermeraient la. courbe en *la touchant. 
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On aura done ainsi guaire points de la cpturbe ; eiy si Ton 
veut, on en pourra trouver un plus grand nombre ecktre les 
limites ou elle s'etend. Par exemple , si Ton vent connaitre les 
points ou elle coupe l!axe des x , on fera .y nul dans Te^^tioit 
proposee ; ce qui donuera . ^ 

Cx^'+Ex + Fzso. 

' !Les racines de celte Equation seront les abscisses des points 
d'intersection ; *et,* suivant qu'elles seront reelles et iriegales^ 
ou reelles et dgales j ou imaginaires ; la courbsfS coupiesa l']ax& 
des X en deux points, ou le touchefa en un seul^ ou ne le 
xencontrera pas. - 

De m^me, en faisant ar = o , on aura . 



Ay* +Dy + F=o.. 



ot les racines de cette Equation donnerontles points ou Ja tourbe 
rencontre I'axe des ^. 

Celte CQurbe sera done toujours ferm^e, comme I'eldipse ; 
niais sa position par :^'apport aux axes des coordonj^ees d'ependra 
des valeurs particulierfes des coeffipiens -^5. . • . ; et, d'apres 
ce qui precede, on pourra" aisSment la decouvrir dans chaque 
cas particulier. Pour ne laisser auciin^ incertitude a cat egard , 
Bous avons forme ici le'tableaii de ces'diverses conditions. 
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t 

eONblTtOKS aifom^THIQUKS. CONOITIONft £NTRB I.SS 0OXFFICIXN8. 

Coarbe fermie da genre \. S*-^/v/f^<^ * ( \ 

del'ellipse. J 4-«<'<.P (') 

Rialite de. «cines. «^ et t2^i,_.a^^)^D._4^^(5.^^e)>(.) 



Deux points dHntewecUon > JB» — 4 C** > o 

avee l!a)ce des a:. 3 ■ . < 

tin point de. contact avec 



Faxe des x. \ 

Aucun point d'inters^cuon 
av^c I'axe des x. 






-./*.* * * 



Void quelques exexnples qui auffiront pour ^lairclr ce ^ui 
precede . et sur lesquela les eldvea feront bien de s'exercor : 

•atisiait aux conSSions (x) C*) C^) (6) (fig- 7^) $ 

17 



(3) 



jE» — 4CJF'=o (4) 



(^) 



Deux points d'intersecti(m1 n^^t^AF^o ' (6) 

avec I'axe desy. . j \ - |- '. ^ ' ■ '. ^ ^ 

Un point de contact arcc 1 »^» , ^ « , \ 

V *r.,t r. > Z)' — 4-^-^=0 (7) 

late des r. J -. ' . . r.r; ,. 

Aucun point o'iritersection ) -.^ >« ^ , /n\ 

avec I'axe des/. j ^ , ^ v / 

Lorsqu on vbodra disculet ttae equation particuIi^rjB , dans 
laquelle les coefSciens^ AB..\ . seront des nombres , il ne 
faudra pas cli^rcher.^ r^pejer diMis sa m^moire les co^^itio^s 
pr69ed6nte9;. pour chercher ensuite if^ifpi^queitx^^n^pdles aux- 
quelles sayslait .I'exemple propose ^ car on ne tarderait pas k 
les bubUer \ mais il faudra repreadre le Taisonnenient;general 
. et la marche directe de discussion. Qn.se^a conduit a ces resul- 
tats immedLitement, et sans aucun eliort. 



/ 
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r • ■ • 

y* — 2xy 4" 2^' — a^ ss o 

satisfait aux Conditions (i;) (2} (3) (7) (fig. 77) ^ 

. J-* — ^aay + ax" 4- a/ + jc'HU 3 = o 

satisfait aux conditions (i) (3} (5) (8) (fig. 'jSy 

23o. II existe un cas particulicr compris dans les conditions 
precedentes. , . |:Q«is sur lequel il est cependant bon d^^f ris pre- 
Tenu , parce qu'il conduit ^ un resultat fort simple ; c'^est celiii 
cu Ton a A:=sCf ejt ^. = 0. Alors P^uation gederale d^vient 

c ■ 

ou , en divisant par ^ y. 

« 

Si Ton ajoule dans les deux membres la ^uastite ■ ^^ — , 
r^quatio/r pourra ^tre mise sous la forme 

*et| eti la bomparant & celle fle l*art 106, on Voii qu'ell* 
irpresente'un cercSe qiii a pout coordonni6cs de son centra 

,*^..^-^;',-^ -..**• et p6ur.>ray6n>. : .. J . ' 'o\r>vi i*v * ] i>^ Four 

qjue ce cercle soit r^el, il faut qjje la quantite jt> -{r.-M^— ipf J^ 
•oit positive ; ce qui , dans le cas actuel, renent k dire que 
*laa)¥diti(ih'(iiy^jjts^^^^ ;•• ^'^' '-•'■'' 

23 i. Venbns' maintsnant ^ la secohde supposition que 1<S8 
raleurs de jff rt^deop"; saient-^gaies ehtr'elte*-: *aiors le produit 
(«— x') X--:*") aera ua carre (*— x')", et I'on aura pour la 
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Valcur generale de jr ■ , . 

Quelqae raleur q«e I'on donde h. x^ "XSat que x -^^ af n% 
sera pas nul , la valeur de y sera iinaginaire , 4 caiue do 
B* — 4-^C^<©; mais , si Ton fuit 4p =3 x', . elle so r^duit 

k .unescule valeur, qui est r^elle et 6gale a — < - j'^ (' 

Ainsi , dans ce cas, la couvbe se reduit a un point unique ^ 
situ^ sur le 4iain^tre , et doht les coordonnees sont 

Pour que ce resultat puisse avoir lieu , et que les valeurs de *^ 
et de x^* soient egales entr'elles , il faut que la partie radicale 
de leur expression , tire€ de Tequation qui les donne , s'eva** 
nouisse dVlle-m^me , ce qui exige qu^on ait 



i tt^ I . 



{BD — ijiEy — {B* — i^C)\Df — iAF) = o (9), ' 

Cette condition , jointei la premiere j5* — *^4 -^C^i , deter^ 
Bviae lbs cas,ou |a cQurbe se. r^uit k un point. - * 

II est. facile de voir a pi^Ueripri a quoi tient €e resuUat ;'qRr^ 
fa faisant.diftpar^ttre le radical de la yale«i: de/f on objtif^tj^ 
dans le cas aetuel, Pequation 

(a Ay 4- 5^ 4- Pr -^ (:»* — 4 ^C) (x"^-^y =0, 



qui est e^ivalenfe 4 ia proposee. Or, iS* -^i^'AC ^^i«riifega4 
tif, le premier memhre ^t la somme de d^u:f,.qaanj;^tes ^^j^ 
tives , ct ne peut jamais devenir nul, ~a nioins que chacune do 
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ces quanlites ne toit nalle separement ; de qui ramine aiix 
▼aleui*s que nous venons d'obtenir. 

Voici q^uelques exejnplea de ce cas ^ aar lesquels les elevet 
pourront a'exercer .* 

«' + >'* s=? , J'* + «* — a « + 1 sac q. 

. aSa. Consid^rons enfin le cas oii lea deux ra^nnea a^ et x*^ 
•ont imaginaires ; alors le polynome (jp— jt'; («—*") n« 
pourra jamais changer de signe , qaelque valeur que Von 
donnp k X* Gette proposition est demoatr^e dans les element 
d^algebre. Or ^ on peut toujours prendre x assez grand pour 
que ce polynome deviennepositif , puisque son premier terihe 
est x^. Ainsi , il restera toujours positif ; et comme le facteur 
jj> _ 4 jIC ^ qui le multiplie sous le radical , est negatif dans 
l^i supposition pr^sente ^ il s'ensuit que la yaleur de^ sera tou- 
jours imaginaire , quel que soit x : de sorte qu'il n'y aura pas 

de courbe. 

» 

Cela arrivera lorsque la quantity qui entre sous le signe ra- 
dical , dans les valcurs de a:' et de x''^ sera negative; c*est-a- 
^\X^ qu'il feudra qu'on ait 

En introduisant eeaf conditions dans I'^quatien' g^^rale y on^ 
▼oj|'*facilemenl' pourquoi elle n'admet pas de solution r^elle. 
Sn-efiet) la seoondelhi^aUt^ p6ut tVee remplacdepar l'6qaatiotf 

1^' desagfiant une.qu§ntke essentiellement positire. En.substi- 

.., -^ jy—LAF 

fuaht cet<e valeur de ^7^ daw Fezpressioa gen^alr 
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dejr, cellc-ci devient 
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,^(«-4^qW»'4g=?^'« I '^^fi^ +'^ 



£ile peut 8e mettre sous la forme 



(5'— 4^0 






v/' 



a A —a^l/ '" "" '\K~^ B*—kAC 

et y en faisant evanouir le radical ^ on en tire 



:)'+-]' 



1 « T ■ • *»■ 



Equation 6quiyaiente k la propos^e : mais B^-^^AC dtant 
negatif^ clle est compos^e de trois quantites positives dont la. 
somme ne peut ^tre uuUe^ k moins que chacune d'elles ne soit 
nolle s6parement. On peut bien remplir cette condition pour 
les deux premieres , en posant les Equations 



aAjr + Bx+I^=o^ 






^uid^termineront^retj^. Mais la troiiBi^me quantity J[*|r.quine 
€ontient que les coeffidens ^J^C^^e peut etreni41<\d'elle«m<^me^ 
du moins en general y et c'est cequi rend l'eqtfationimp]»ssible. 
Si cependant la quaotitj^ K ^tait nulle , on aurait alors deux 
Equations du premier degre pour deteripiner x et y, et I'equa- 
tion repr^senterait un point; mais cette supposition exige qu'on 
ait entre les coefficiens ABC. ... la relation 

. {BD — tiAEY—[B^'-^j^'C)it>i'f-iAF)^o. 

Ce qui nous ram^ne au cas que nous venons de discuter pr^c6* 
demment , et dans lequel les valeurs de xf et de x'[ etaient 
egales entr'ellcs. 
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Voici qiielque8 exemplcs dans lesquels Fequation propofiea 
est impossible : 

" r 

On voit en effet que ces equations peuvent ^tre mises sous Is 
forme 

lusquMci nous n'avons' r^solu I'equation proposee que par 
rapport kf ; mais on trouverait des resultats absolument aem" 
blables en la reA)lvant par rapport k x , ^t Ton arriverait aux 
ihSmes conditions. C'est ce que I'on pourrait aisement verifier 
a posCeriori , mais on pent le voir immediatement y d'apres la 
lorme in£me de la quantile 

(B2> — riAEf — (5» — kAC) (£>• — kAF), 

\ laqiielle se rapportent toutes les conditions prdcedentes ; car; 
cette quantite etant developpee , reduite et divisee par 4^, 
devient . ..^'. _ ' > , • . .. • 

• Et , *)uif celt^'fothie; on vV)it qui'elle reste la rn^nie , quand ' 
on y change' l^f en C , et 2> eii j& j ce qui^lrevient k changer y ' 
CB X danst iPt^quation g^n^rale.' 

3.33. II resulte de la discussion precedcnfe que les courbcsl 
du second ordre , comprises dans la^preroi^re classe , pour 
laquelle fi' — l^tAC est negatif , sont en general des courbcs 
ferraees comme I'ellipse.Mais les conditions secoildairei^ donnent 
lieu k trois Vari^t^s^ qui sont le pcHUt isole y la courbe imagi- 
jiaire , et le ceixile. 

En admettant que ces courbes soienl reellement des ellipses , 
ce <^uien effet sera demontre plus bas , on pent faciiement tircr 



s 
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3e r^quaiion propos^e toutes les donn^es nccessaires pour Iea> 
oonstruire geometriquement* . 

Le moyen le plus simple d^y pamrenir ocmsiste a determiner 
le centre de la courbe, ainsi ^qiie la direction et Li grandeur de, 
deux diametres conjuguea. On a vu d^ns I'article 'I47 que ce8< 
donneea suffisent pour construire geonietriquement une eliipae ; 
or J on peut aisement les obtenir en r^solvant T^qtiation pro-% 
poa^j^ comme nous l^avom fait dans lea. articles 1^27 et 2^^. 

D'abord , rien de plus facile qiie de trouver le centre 3, il est 
place au milieu de tous les diametres : or ^ d'apres Particle 227, 
nous connaissons d^ja un diam^tce situe aur la droile ihdefinie ^ 
dont Tequation est 

_ (Jgg+jp) - ' 111 

'~' Ta 

]es extrcraites de ce diametre ont pour abscisse x^a^^ (228}, Ce 
sont les limites de la courbe dans le sens ^e& x \ les ordonn^eH 
tforxespondantes y/"" ont done pour valeurs 



r ' 






^'A "^ nA 



liV 



r 

la. longueur de ce diametre est la,distance des deux points dbrit 
les coordonhees aont a;?yt-> d:'y,^elle est ^enc' erprim^e 

par |/( js*/ — *' )*+ (y^— j' )' , qui, en mettant pour y etyt 
leuza valeurs en ^et d::'.'^, se r6duit ^ 



i^^^~^K5'+4-<^ 



, #> > i 11 



k centre est au-jnilieu de ce diametre* En designanl aca coor- 
donn^es par X et Y^ on aura 



Vk 



s64 DISCUSSION 

On Qonnaitra done ces coordonnees. Nous avons yu , art* >fi^q , 

qu'aiix extr^init6s de ce diam^tre la tangente de la coiirbe est 

■* ••'>.»•' ■• • • ■ * 

.paralitica I'axe des ^, Far consequent, si nous menons par 

I'e centra un diam^tre paralUle a eeiaxe, il setrouveraconiugu6 

au precedent. Les ordonn^es de ta courbe aux extremite9 JLe oo 

nouveau diani^tre scront les yaleiirs de r correspondantes k 

Tabscisse du centre, c'est-^-dire a X, et par consequent on lea 

obtiendraenmett:dxitpourJSr8a,yaleiir ■ M """ > daB»l*«xprttK 

sion generale de^ de Particle 228 ; on aura aliisi * 

la difference de ces ooordonnees sera 

c'est la longueur du secoftd diamdtre paraMe^aqx y et cbn;ugu6 
au preoedent. Avec oesdonneeson construira I'ellipse ; si x*^et x^ 
sent imaginaires , Us deux diam^tres 'seront imaginaires aussi. 
ct il n-y aura pas de course; si x''=;a;', les longueurs dea 
deuip diametre^ seront nuUes > etla courbe se r6duira a un 
point ; enfin , siLA JC-^B} £=\B"rf-4^% les deux diamdtrea 
ponjugu^s serqnt 6gaux enjtre eux. C^s^yerses xnodifications t6^ 
pondent ainsi aux monies cond^tiQi^ analyiUqu^^que naus avona 
deja remarquees. 
' Si l*on d6signe par j» I'aijple^que, Ic por^micr diam^tre conju-i 
^ gue forme avec I'axe des as , on aura 

tang uxs'^. ^ cos tf 



^^ ' i/^^J' + B^ 

Puisque le 90con4, diaini|re est perpendiculaire k I'axe des 4^|^ 



■ 
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si Pon d^gne par Tangle qu'il fidt avec le premier ^ on aium 

4I» Snr QP — - « J 

pir consequent 

* Sm «»3= COS « £S ' • 



Or , on a tu dans Fdrtide i4i que le rectangje des deux axes 
est egal a oelui de deux diamitres conjugu^s mbltipli^ par lo 
ainiQs d^. L angb m. Jm le rectangle des deux diamtoes est 

ainsi.enxiommaiit^a > tJi^ le&deivc axes M'ciJIildaQ^ et mettani 
pour sin « sa valeur ; on aura 

On a vu, de plus, dans le ni6me artide, que la sonune descarrds 
des axes est ^galo i celle de^ carris des di^^l^tre8 conjugues \ 
id eette derniere somme se trouve egale k 

on aura done 

ces deux ^uations suffisent^pou^ qu'on puisse c^lculer lesion- 
gueurs des deux axes ,. et I'on en tire 

sil'on a JB=.o et^?;;;:,C, le^^d^ipiagci^ipi'isUipsescmticilw^ 
et par oons^aen^ellft sp^reduit.i l«l.c««qlf^ 
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» * ^ 

SiscONDfe Classe. Cdurhes limitees dans un sens p. 

et indefinies dans V autre. 

Caraotire , i?* --4^C=i 0. 

' ' , .. . 
234* Consid^rdns maintenant la aeoonde. dasse de ccMirbee 
du second ordre^ pour lesquelles £* -— 4 jiC-^t nul. Danaoe 
oaa^ la valeurgdn^ralede^ deviant^ : -< • • 



ct ^ en faisant f pour plus de simplicity ^ 

D^—lkAF 



♦ 
elle peut^se mettre sous la forme 



= — a:' 



2^ ^A ^ . 

{Si J72? — 12 AEiBt positif^ tant que I'on fera x plus grand 
que:Kf', le facteur ar -— a;' sera positif , et le radical sera reel 3 il 
deviendra nul , ^uand x sera egal kx' ; et quand x sera moindre 
que x't le facteur a; — ^ x' deviendra negatif , et le, radical sera 
smaginaire* La courbe s'etend^doi^c k I'lnfini dans le sens de^ x 
positifs , depuis I'absdsse xzizx^ ^ I'ordonnee correspondanta 
i cette abscisse servira de liiniie ; et touchera la eourbe. 

Les resultats seront contraires , lorsque BD — 2 AE sera 
nne quantity n^^ative. La courbe s'etendra indefiniment dans I« 
sens des a; negati£5/et sera limitee dans le sens oppose* - ■ ' 
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Dam ces deux ca« , la ligii&'droite qui a pour iqutttiott 

y __-_ 

f 

sera vxi^dwaUre de la conrbe i eadonndntit oelte ci^ciaiiMi, 
le sens que nous lui avons'attribue dafis I'artide^a;^. . ^-j ^ 

235. On arriverait k des rdsiUltats semblables j eq r^Qlvant 
I'equation par^rappprt £ x ; Tequation du diamitr^ serait alora 

ou»^ eniirantlavaleur de^ , > 

aCe E 

•^'" "Iff" 2? 

Or , 5* — 4 ^C ^tant nul, on a 
Ainsi Fequatipn de ce diametre deviant 

/ - I 

c'est-a-dire qu'il est parallele i I'aulre diametre 

.\ . . ■ ' . - : i . .... , . 

Bx D 






y^ 



^A ^A 



que Ton avait trouve en resolvant Tequation proposce par rap- 
pott ^y : nouvelle anajogie de la courbe que nous examinons , 
aveclaparabole donttouslesdianietres sont paralldes enf r'eux. 

a35. Qn§nt,i la posi,tion pa^iiouli^re de celte courbe ^ ct k sa 
situation par rapport aux axes^ elle dependra dcs valcursdes 
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coeffipiens AS^ • • • On la d6cx>umrii en ^iiirant k marche <|u« 
nous avons appliquee , dans le n° . 2129, aux courbea dti genre 
de I'ellipse^ et on arrivera k dea ceas^uences analogues. 

957* Au Teste, la condition caractdristique du genre de^ 
courbe^ue nous oonsid&rons ici est tr6s-fadle & reconnaitre ; 
car 9 lorsqiie B^ -^t^AC est nul , les trois premiers termes 
Ay^ -|" ^^y 4* Cx^ de I'equation g^^rale ferment un carre 

parfidt , qui est iC^ui de la quantity j |/^-f. x l^C* 

238. Voici quelques exemples'sur lesquels on pourras'exer* 
cer : 

y^—^xy + x' + x =0 (F>g-7«> 

jr» « 2 ay + x*+ ay = o (Fig. 80) 

y^ — 2ay + a:* + 2^ + i==o (Fig« 81) 

y* — aa:/ + 4p* — ay — 1=0 (Fig. 85») 

j^*— aay + a;" — 2y — 2* = o (Fig. 83) 

a3g. Si la quantite BD ^ % AE , qui multiplie x sons le 
radical , ^tait nulle , la valeur de j^ deviemdrait 

Alors la courbe d^g6n^reendeux lignes droiies paralUles entra 
elles ; et selon que la quantity D^ -— 4 AF est positive , nulle 
ou negative , ces droiies sont toutes deux r^elles , ou se con- 
fondent et se r^duisent k une seule , ou enfin deviennent toutes^ 
deux imaginaires* 

Dans oe cas , T^uation generate est decomposable enfacteura 
du premier degre , et peut se mettre sous la forme 

^nAy+Bx-^D+l/^jy^^F } { '2Ay+Bx+2>-4^ D^'-^J^AFl z^o. 
En voici quelques exemples t 
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y'— aarj^+j:*— 1=0 -^ Deux ligpcs, ({Fig. 84) 

y^-^axj-i^x* +2^-^20:+ ».s;0|.' 1. Une seule ; (Pig- 86) 

^'-r-4^/-#-4^*=o -| lignedroite. '(Fig.S;) 

y+^xy+x^+lt:^ .... V VTB^tlxdrt)itcs J(Fig. 87 a) 
y+y+^l^<- % V • k • . . .. .. I : imaginair^. i(?'ig. 87 *) 

^240. n resalte ActeHe dtsctiittlofi ^ qii^ leil bourb^s du ser 
coBd ordre 9 oompris^s dans la ^conde classe , pour laquelle 
B* — ^jiCeat nul , ^nt en g^jieral ind^finies dans un seul 
^eiis^ ijQxnme.la pajcscbole^ mais peuvent cependant donner 
comnai; yanetes deux lignes droitos paralldes t on une setde 
. droit^ , ou d^.U|: droiteft iwipnpirt»^ . 

Ba adotaitaAt (pia oep joovrbea floiinit rMlkment deft j^ra- 
boles, ce qui en effet sera demontre plus bas^ on pent se pro* 
poser, comme n^iis ^FifT9ii»-fak poitr~r^lipse, de tirer de 
Tequation gen^rale toutes les donnees n^oessaires k la construc- 
tion i^faMsitanqne^nHb iot nou* M» p9far9vi fM j^mj^o/er la 
oonsnbnr&tj^'dii fioiilr»| jnib^Hfe eelaade^k ptaNtok dsl infini- 
ment ^laigliiadB.taiisle^ t^dMAkflbrsidii piidm^re; et ptr eons^ 
quent il faut y supplier pi^r quelqve autre propri^t^ liree de la 
nature de <jette courbo ,, qui permette d'arriver facilement et 
prompteinent a sa description. Ot*^ il en e^t une qui remplit 
parfaitepient CQS conditions , c'i^st ^e, dans la parahole , 
lorsque deuxtangenlea aont perptndpbulaires Vune a f autre ^ 
la ligne droite menee par les deux poirits ae iangenci passe 
par le foyer. Qt\^ pfSjMete n^^jg^en^plll encore ^te remar** 
quee , je vais la demdntrer d'abordv 

Soit MAm (fig. 59)^ urii^ parabole dont A est le sommet , 
AX Faxe , et ^ le foyer* £ft appelant 2 p son param^tre , et 
laf8ttppO$a;itrrapp^ft^^a4<^(XM>rdeHiieeaF^ctaii^^ etj^^ 

dont la premiere soit prise sur Taxe k partir du sommet A y 
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f on ^uation sera . . 

comme'dans I'article iQi , ^ la Sstanoe dti foyer FtLU aommet 

de la courbe sera >gal(B i|j -:--7 ou au quart du4)ara8B,^^e. Cel* 

pbs<^, 8ipfurle{pjeri^n6asAaenoi»une1ignedroitisf^[ii^cblig^^ 
I'equation de cette drolte aera de la £»me . . , . <. ■ • , 

•»- •• • ^'^■: '> t II V, -J r-- 

a 6fant la fatigelfite irigotioili^qtic; de I'uigte ^qii'etft foitma 
avec Vaxe de la parabole. Pour avolr-les p<yhits d'infei^^diofi 
de cette droite at de la oonriiff ^ irfsofoombiner leun ttquationt ; 
•«t d'abbrd'^ mi'^Mannkni^ fotrjatai, ^' pour Ida/ conkmuns p 



.4 • ,..»!» >.'. »^. ., . . I.I Li .'» • I 
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fefi d^ TBciffefli de cEtte >6q«ialion« soht lea dens i)Tdoiinie8 AfM 
deux points d'ilitersectim; enief dteignant par^^y^^ leur pro* 
^tdt sera ^gal au terme iddqiebdaciik de^; on «itipa dond^ ' 

Or. SI par chacnn de ces points on con9oit nne langente k 1« 
parabole^fet que r6n designe par a^ eta" les tangentes trigono- 
metnques des angles que ces dfoites forment ayec Taxe', oa 
aura, par larticle 167, 



V- . I • . . • I ' ■ / ■ ' 

Par coniequent 

aa' = I*.- 

.••^.» ^ # -.11 J'^J #J»«>>->>»^-« 

Si dim ce rtiUltat on met pout/y sa valeuTr^ p* , il»vient 

• • . «,...■ • 
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ke qui signifie que ,Ie3 deux tangcntes ainpi men^s auXi d^iuc 
points d'intersection , tpnt perpendiculaires I'une 4 Paiitre^ 

Four appliquer cette propriete ii laconstriMipa'de L'eqq&ti<H|i 
l^n^rale,^ il faut con^ideref que lorsqu'o^ la>r^ttt par rapport 
ky, on obtient un diam^tre dont l^^t^ifofi^P ao^nt paralli^les 
aux^y et qu'en la ir^soilvant^ar rapport -a x, on obtient; qu 
autre d^sL^^t^e.^qnt lea oiidonneea sio^^ pp^^l^les aux.^^^c'est- 
A-dire pei^pendiculaires aux precedentes^ or,, l/es .ti^ng^>(^s.,4 
I'origine dea diaiuetri^8,.,SQnt.pareU^Ies,^,C9Sjord^nn^ea^ par 
consequent elles sont aussi perpendiculiires ei^tre. elle^ j e| 
ainsi la ligne qui joint les points de tangence oontient le foyer 
de la parabole. .- — — ^-:: - 

IjtA coordonnees de ces deux points de tangenoe sont facilea 
^ calculer , car ce fl(Mal; les limite^s de la qourbe 'daips ees ! diff6- 
renssens; d'abordpour eel ui dont la'tange;n|^qiitparall^i]Miuz^^ 
nous avons trouye dans Tarticie 254 y 

cequidonne ' .! . ' 



'•' » 



trouvera da in^in« 
diamdtre 01k la tan- 
gcate est paralltie aux * , et Ton aiira- '^ " -^ - — . ^ 



Eb resolvant r^quatiQ^ I3&latiyement^»i m\ 
ies coordonnees de Fextreniit^ de I'aatre dii 






^ •* «♦ —- • f»— •/ H', 



M • • -lU. <• -• 



<;e.qui donna . a- , ^ • . - • '» .. ...n u 



^ 



r 



•f • . .v.. r— , . • .•.,.^.^^ ,«>•». 



Quand on aura ainsi determine, ces deux points , on les joindia 
par une ligne droite^ et elle davrsi aOntenir la foyer. 
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. On^pent ment Muv^ iacaleineht nne aiifa% l%ne i£&oite gxii 
liqiidia le iojfetaefif6wn6^ et oette Jbr(nte est l'a±e m6me de U 
ftt^fede. Bn leiftt) Ttift estparallleTe iitbt di^metres ; ainsf, 
pallet folt^it fe teiisehDrite , il mSR de obimkitre bn de Ik* 
ydfaUto : e'M & (ptoi Ton pklrvienin, ea ideiUiit |>ar le io^hbri^ 
<ft j^Mbkr (Uaid&ti;^ tthe I%ne dibite p^ a 4:e £a- 

Hi^be tt ttrridii^ i H ix>#be. Lb nkSM de cette Ordits sen( 

ini )Miit de Fjbv 

RMMibitt e^tfe bdhteacCbift en <Mcal , 1^ 
Aglt li potbr 24u&fii)li 

|net ( mord dene poaip ^flitiim 

^— / = — — (a: — a:»); 

axs/fX^ sent les ooordonndes de oe sominet* Pour fit^uver 
rintersection de cette j^f^rpetrdidiilidre avec la paraboie , il faut 
reprendre l^^uation propiibed, qui est 

-•i : • v' . • • - - ....... 

elle peut 6tTe mise sous la fotme 

' '^ ■ _. . 

ou simplement 

car les ooordounees o^^'j'dttsommef da £ametro out entr^ellsi 



la r^latiou 



/ 



a>/+ix',+ i3i=o. 



M. 
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Maintenant il faut la combiner avec I'equation de la droite., 
Or, en ^iiminant d'abord^^ , on trouve pour determiner x 

^^^1^^'^' (ic-x')'— 2iSD—3JS) («-*') = o. 

Les racines de cette Equation sont les j? des points d'intersec- 
tion ; line d'elles est xzzx'yCe qui doit ^tre , puisque la droite 
pUsse par le sommet du diametre , I'autre donne 

d''ou 1*011 tire aussitdt 

Lia longueur de h corde sera done 



on 

B{!iA^ + B^)^\ 

Cette longueur etant calcul^e , on la portera sur la perpendi- 
culaire au diametre, le milieu sera un point de I'axe. Menant 
cnsuite par ce point une ligne paralldle au diametre , ce sera 
Taxe dela parabole, et son intersection avec la droite , qui joint 
les deux points de tangence, sera le foyer. 

Connaissant ainsi le foyer F (fig. 69), Uiixe FX et un 
point M de la courbe, cesdonn^es suffilsent pour la construire 
completement. Car si I'on p rend la distance FM] qu'on la 
portesur Taxe ^ partirdu pied P de Pordonnee MP , en allant 
vers le foyer 2*', le point 1?, ou aboulira^cette distance , appar- 
tiendr^a la direclrice JSZ/.que Ton pojurra aiusi construire , 

18 
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et cel]e«ci etant connue , oa ea deduit ais^ment tous les pointg 
de la parabole. 

Troisieme cla$6e. Courbes indejinies dans tous 

les sens. 



Caract^re , 5* — 4 AC^o. 

241* La discussion de cette classe de courbes est extreme* 
nieni facile , apr^ ce qui precede; car elle sc fait pr^dsdment 
par la m6me marche et par les monies procedes. Si I'on reprend 
la vcileur gendraledey, qui est 

et que Pon represente par x' et a/' les deux racines de Foqua- 
tion 

j7 -L. 2 > — --'X+ =:o. 

^ (fi'-^AC) ^ S' — kAC ' 

on pourra lui donner cette forme 

et 9 si I'on suppose que x' et x^^ soient des quantites reelles , 
comme B^ — 4 -<^C est une quantity positive , on verra facile- 
ment que la courbe est toujours imaginaire entre les abscisses 
xf et xf\ mais qu'elle est toujours reelle hors de ces limiles , 
ou elle sc trouve touchee par ses ordonnees : forme to ut-a-f ait 
analogue a celle de I'hyperbole ( fig. 88 J. 

La condition de la realite des racines x^ et xf^ est 
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Nous I'svions ddjit obtenue dans I'article 229 , pour la rtalit^ 
des coifrbes du genre de Feilipse. On voit done que le signd 
»eul de la quantite B* — 4 jiG determine la coiirbe k elre 
fermee et limitee , ou composee de deux branches se par ces et 
inde^nies. 

On voit d'allleurs que les abscisses j/ et x^', entre lesquelles 
la courbe devienl imaginaire , repondent a son intersection avec 
le diamdtre qui a pour equation 

^'^ 2A ' 

Voici quelques exemples sur l^quel* on pourra s'exercer : 

y — iarj— X* +a=zo (Fig. 89.) 

y* — x' + i 2: — 27+1 = ( Fig, 90.) 

y* — zxy^a:* — a y-j^a :p + 3 zzz o ( Fig. 91.) 

7' — ax* — 2y-|-64f — 3=:o. (Fig. 92.) 

On trouvei^it ^ comme dans I'article 219 , les conditions 
»ecessaires pour quer la courbe coupe lei» axes des x et des 7 , 
ou les touche en un seul pointy ou en£n ue les rencontre pas. 

:i42* II y a oependant mi cas qui pourra it embarrasser les 
^l^ves , et sur lequel it est bon d'^tr« pirevenu ; c'est celui 011 
Vila des carrcs x^ ou.y^ manque dans I'cqaation proposee, quoi- 

> ^ueleterilteea xy s'y trouve. Coramesil'on avait par exempie, 

... ' » 

4y^ + Bxyr\'Dy'j'jEx'^-F=o', 

f 

alors, en faisant^rr o pour avoir I'intersectioji de la courbo 
aTecTaxe deso;^ oa.ne trouve pour x qu'uHe seuk v^leur 

F 



\ 
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et cette valeur devient mdme infinie ,81 JS est nul. Pour savoir 
ce que ce resultat signifie, considerons d'abord ce dernier cas , 
qui est le plus simple , puisque Ton a ^lors 

Si Ton prend la valeur de x ; on trouve 

(Jf + Dy+F) 

By 

Toutes les suppositions reelles pour y donneront des valeurs 
reelles pour x : xnais ces valeurs finiront toujours par aller en 
augnientant , ^ mesure quey diminue; car on pent les mettre 
sous la forme 

et, soit que Ton prenney positif ou negatif , on pourra le rendre 

F Af 

assez petit pour que le terme -g- surpasse — -, au-deU de ce 

point , plus y sera petit , plus la valeur de x deviendra con- 
siderable : enfin , lorsque Ton suppose y nul, elle devient tout- 
^-fait in£nie ^ et se trouve alors positive ou negative selon le 
signe de y \ n'est-a-dire que les deux branches oppos^es de la 
courbe s'approohent sans cease de I'axe des abscises, tant' jlu 
cote des y positives que du c6te des y negatives , sans pouvoir 
jamms I'atteindre. Get axe eist par consequent une asymptote 
de la courbe. 

F 

Au contrair© , 4 mesure que y augmentera , le terme -2— 

deviendra moindre ; et,' par consequent , la valeur correspon- 
dante de x^ sur la courbe ; approchera de plus en plus d'etre 



N„ 
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^gale k celle de la droite qui aurait pour equation 

ji D 



a:= Err — 



B ^ B ' 

avec laquelle elle coi'ncidera tout-ib>fait , si^ devient infinie ; 

F 

ce qui rend nul le terme -rr — . Celte droite sera done une autrft 

By 

asymptote de la courbc. 

^^3. On trouverait des rdsultats tout*a-fait analogues, en 
traitant liquation plus gen^rale 

seulement I'une des asymptotes serait simplement parallele k 
I'axe des Xy au lieu de se confondre avec cet axe. £n effet , en 
r^solyant I'equation ^r rapport k x fOn trouve 

^ (.Jy' + Dy+F) 

, By + H 



En effectuant la division dans le second membre ^ cctte vd- 
leur peut prendre la forme 

= — -d. (^JP — AE) {AE' +B^F-- BDE) 

^~ B ^ B' B'{By + E) 

Si le numdrateur u^E* -^^B^F- — BDE n'est pas nul, on 
pourra loujours prendre^ tel que le terme divise par By-^-E^ 

surpasse , abstraction faite du signe — ^ J^ > en rendant By-^^E , 

B 

encore moindre y la valeur de x augmentera toujours ^ et elle 
deviendra tout-a-fait infinie ^ quand on aura 

By + Et=,o'y 
ee qui donne 

— — 
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C'cst Fcqastion d'une ligne droile paralleleiiraxedeftabsqities. 
Les deux branches de la courbe a'en approchent sans cesse , a. 
znesure que x augmente : mais elles ne la renoontrent qu'a une 
distance infinie de rorigine^ tantdu c6te de« x positives que 
du c6te des x negatives^ cat en supposant By + J^ prcsque nul 
sans le falrc nul tout-^-Lit^ on Toil que x sera loujours extr^« 
mement grande, el que si elle est positive quand By + jE^ a vat 
certain signc , elle Stera negative quand il aurale signe oppose. 
Tous ces resultats nous montrent que la droite donnce par 
Tequation 

E 

est une asymptote de la oonrbe. 

Quant k. Tautre asymptote y on la trottverait commedans le 
ca^ precedent; car, en rcprescntant la valeurdex, 

_ A {BD--AE) {AE^ + B*F^BDE) , 
^"^ ~ ~B^^ "" JJ* B\By ^E) 

On voit qu'^ mesure que^ augmente , soit positiremcnt , soit 
negativement, le termc constant, divise par By +-^ dipiinue : 
Ainsi la valeur de x , determinee par la courbe pout' cbaque or- 
donnee y^ app^oche de plus en plus d'etre egale a la vaieur 
doone^ par la ligne droite qui aurait po^ur equation 

A BV—AE 

*~ B ^ B- 

£nfiii y si J devient infinie, ces.valeurs deriennent egdes. La 
droite dont il s'agit est done une autre asymptote de la courbe 
proposec. 

li resulte de cet ex^men que ^ lorsque le carre de x manque 
dans Tequation proposee^ sans que le termc en scy disparaisse^ 
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r 

11 existe deur lignea droites qui sonl asymptotes de la courbe , et 
dont I'une est parallele k I'axe des x, 

Les resaltats seraient contraires , si le carre manquant cut 
My*. Alors il existe encor© deux asymptotes , dont une est 
parallele k Taxe des j^« 

Un seul cas ^chappe k cette discussion , c'cst oelai ou Ton 
aurait 

mais alors la valeur de x serait r^duite 4 

Jl_ {BD—^E) 

et Fequation proposee ne representera. plus qu!une ligne.droite 
facile ^ construire. 

Enfin, si les deux carres x* ttj* inanqnenf ^-la-fois ^ lei 
deux asymptotes sont respectireinent paralieles aux aire^ des y 
et des x^ car alors Fequation devient - 

Bjsjr + Dy + ^^ + '^= ^ > 

et Pon a vu , dans Particle 226 > qu'elle dppartient i une hyper- 
bole rapport^e k des axes pal'alleles aux asymptolesw Pour plus 
de simplicite , inous aTons d'abard obtenu ce resultat par la 
transformation des coordonnees ; mAia mi y parviendrait ega- 
lementy comme dans le cas preoedeat « par la discussion directe 
de la marche de la courbe. 

En general , quelle que soit la forme de I'cquation j il suffit 
que B* — 4 ^Csoit une quantitc positive ^ pour que la courbe- 
ait deux asymptotes lin^aires ^ car ^ en changeant seulcmentla. 
direction des coordonnees ,_ sans changer Torigine , mais en les- 
prenant inclin6cs sous des angles quelconques j on pourrafou-^ 
jours determiner les angles de maniere k faice disparaitre cm 
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m^mc-teinps les carres a:'* et y'* dans la ti'ansformee ; ce qifi la 
ram^nera directement a la forme precedente^ qui est celle de 
* Thyperbole rapport^e k ses asymptotes* 

244- Passons maintenant au cas ou les deux racines x* diX^^ 
sontegales entr'cUeaj alora le produit (a? — 4f') {x — a-") 
devient un carre 6gal a (x — a/)*, et Ton a 

L'equation represente alors deuxlignes droites qui sonttou jours 
reelles , puisqae B* — 4 '^CeaX. une quantiie positive. La 
condition de cette ^galit^ des racines exige qu'on ait 

. Gomme le coefiiGieBt de x n^est pas le m^me dans les equations 
des de^ .^rpM^^ 7 il a^enspit qu'elles ,ne sont pa? paralldlea. 

Celte condition est la m^me que nous avonsobtenue, dans 
Tarticle 25 1. 

Dans ce cas , T^qu^on propose peut se mettresous la forme 



{^Aj + BoO'^D~{x—x^)\/{B'' — ^AC)\ X 

{2 Ay + Bx+D +{x-^x')[/' B^ — i^AC\ =0. ' 

Eile est done decomposable en facteurs du premier degre , et 
pent^lre satisfaite en ^galant separi^ment a zero chacunde oes 
facteurs* 

245. G^neralement, Ibrsque I'cquation proposed se tfouve 
multipliee toute entiere par des facteurs rationnels en x et eny, 
il faut avoir grand soin de les discuter successivement , et cha- 
cun cii particiilier; car, puisqu^on salisfait a ^equation en les 
egalant a zero , ils ofFrenf autant de solutions ^ qu^il n'c8t.pas 
|)erini8 de n^gUgcr. 
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246. Voici quelques exemples du cas precedent : 

y — zx^'+iy +1=0 ( Fig. 93.) 

7'-^a:'=:o * ' (Fig. 94.) 

y* + xy — 2.r*+ 3* — 1=0 ( Fig. 95.) 

2r47* Venons enlin au cas ou las deux racincs x' et x^' sont 
imaginaires : alors le polynome ( j? *— a:' ) (x — x^) ne peut 
jamais changer de signe ; et , comme son premier terme est x^ , 
il reste toujoars positif ; de plus, J5* •^^jiCesi aussi positif. 
Ainsi , quelque supposition qu'on fasse pour x f la valeur de y 
, sera tou jours reelle , et chaque abscisse donnera des points de 
la courbe. Cepen^ant cette courbe sera encore compos6e de 
deux branches separees (fig* 96)^ car chaque ordonnee est divisce 
en deux parties egales par le diametre dont Tequation est 

_ jBx + n) 

ct , comme le radical K {B^ — 4^C) {x — x') (x — x^^) ne 
• peut jamais devenir nul, ce diametre ne coupe pas la courbe 
qui s'etend ainsi indefiniment au-dessus de lui et au-dessous. 
Celte circonstance est tout-^-fait analogue ^ celle que pr^senlo 
le secbnd ax^e de rhyperbole. 

Les conditions particulieres k ce cas sont 

r 

'£n voici quelques exemples : ' ^ -" ' 

j,«_aa7-. j;' — 2 = (Fig. 97-3 

y^-^-T, xy — ar' -[- 2 a; + 2/ — 1=0 (Fig. 98.) 

j^*— aary— ar' — 2 jc— a = o (Fig- 99) 

; 248. Si^;= — C, eti?=:o, requjatipn cen^rale deyient 

Ay"" -'Ax^'+Dy + Ex + F ;=to\ • • 
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I 

ou 

£lle peut I par consequent , se mettre sous la forme 

B^ — E^—hAF 



{-+sr-{-iir= 



4^' 



et I'on voit qu'elie repr^cnte alors une hyperbole dquilft'* 
t^re, qui a pour coordonn^e du centre , + — ^^ 

et pour puissfince . Z . O cas est analogue 

4 -^ •' • 

k eelui da oerde , dans la premiere dasse des cpurbes ^ 
article d5o. 

249* II r^sultc decette discussion que les courbes du second 
ordre , dans lesquelles U* — 4 AC est positif ^ sont toujours^ 
des courbes ind^finies compost de deux brandies separ6es ; 
elles comprennent comme varields deux lignes droites qui se 
coupent, , et Thyperbole equilatere. 

a5o. On yoit , par ce qui pr^c^e , comment il est possible 
de deduire 3e Tequation d'une ligne courbe sa forme , son cten- 
due, ses liniites, et touteslessinuositds de son cours j la marche 
que nous T«nons de suivre est g6n^rale , et s'appliquerait 6gale- 
ment^ toutesles courbes algdbriques. It est done f res-utile de 
s'en bien p<^n^trer , et de s'en rendre Vusage familier par des 
exemples. Mais aussi c'est tout ce qu'il faut retenir ; car il 
serait inutile . ct m^me nuisible , de fixer dans sa memoire les? 
conditions particulieres qui ont lieu entre les coefficiens 
suivant les diff^rens cas , et il faut plutot se laisser nalu- 
relleifient comhiire il ces conAitibli^ pdr la suite 'des raisoi^ 
nemens*' 
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En adniettant que les caurbes comprises dans cette dasse 
8oient reellemcnt des hyperboles , comme nous tbllons lout-a- 
rheure le prouver, il est facile de les construire geometrique- 
ment d'apres leur eqiiatioii , car on pent id. y compie pour les 
ellipses , determiner tres-simptement leur centre y ainsi que 
la direction et la longueur de deux diam^lres conj agues* 

II n'est pas m6me beaoin pour cela d'aucun lioaveau calcul ; 
il sufBt d^operer ici comme nous I'avons fait alors y en ayant 
egartl Ik Panalogie qui cxiste entre I'ellipse et I'hjrperbole , ainsi 
qu!aux differences qtii les separeront. En resolvant d*abord 
requatjon y par rapport kyy on obtieQdra un premier diametre 
dont la longueur sera 

Eiisuite,^n la resolvant par rapport a Xy on aura le second 
iiiam^t^rt^ par^Ude aux^ ^.kquel aura pour longueur 

> %A 

Celui-ciseraimaginaire, car nous supposons JJ*— 4^Cpositif, 
cela doit en effet avoir lieu dans I'hyperbole; si done on le 

represente par B> K r~ ^ > ^* ^^ premier par A\ ces donncjs 
suffiront pour construire I'hyperbole , car I'angle des deux dia- 
metres est connu , et en le representant par « on a ici comm« 

dans I'elJipse , 

^A 

onpourrait de m6me obtenirles valeurs des deux axes dp Thy- 

perhole , car en les representant par a et i5 l/— i, pui^u« 
Tun d'entr'eus: doit^tre ipi^gijiaire^ oh aunat ^g^eoient 



« 
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•■• s*^ 



^ (x"—x'y , 

ce qui donne 

Expressions absblument pareiUes a celles que nous avons trou- 
vees pour I'ellipse* 

Identite de totites les Courbes du second ordres 

avec les Sections cohiques. 

25l. Les oonribes que nous vcnons de ddcouvrir en ^cn<*- 
tant I'cquation geserale du second degr^^ Bous ont offert la plus, 
grande analogie avec les sections du c6ne , et m^me s'y sont 
frequeoiDient ramenees. II est interessant de savoir au juste 
|usqu'ou s'etend cette analogie ^ et pour cela , nous n'avons pas 
de moyen plus sur que de reprendre i'equation generale y et de 
1ft reduire a la forme la plus simple par la transformation des 
coordonnees y sans toutefois particulariser en aucune fa^on lea 
courbes qu'elle renferme. 

Pour cela , reprenons cette Equation g^n^rale ) qui est 

Ay* + Bxy + Cx^ 4--% ^Ex + J* =0. 

Sur la <Sburbe qu'elle representee prenbns un point quel* 
conque dont les coordonnees soient a eX. b ^ en soile que 
I'on'ait 

Ab* + Bab + Ca* + 2>i + Ea + JP =0; 
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let transportons I'origine dea coordonn^es a ce point, en 
faisant 

a:' et y. etant de nouvelles coordonnees paralleles aux pre-^ 
mieres. Cela est loujours possible , si I'equation* proposee re- 
presente une courbe reelle y en y substiiuant pour xety leurs 
valeurs ; eiie devient . -- , 

jy^ +Bxy^ Cx^*-h{2Ab+Ba+D)/+{!2Ca+Bt+E)xf=o^ 

ou , en faisant pour plus de simplicity ^ 

jiy^ + Bxy + Car'* + Dy + JS'x' = o. 

a 52. Changeons maintenant la direction des coordonnees 
x^ y autour de la nouvelle origine , en les laissant teu- 
jours rectangulaires : pour cela^ il faudra employer les 
formules 

• x' = *'( cos a — y sin et ^ J^' £=: «" sin « -pj" cos « , 

J?" et yj 6tant les nouvelles coordonnees* En substituant cetf 
valeurs de as' et de/', on a 

(A cos* a^ — jB sin a cos « -I" ^ *^^* *) J'"* 
+(-^ sin* « + J5 sin 06 cos a + C cos* ») x''* 
+ { S-<^ sin ot cos tf +^(cos**— sin' «)— 2 Csinatcostfl jr"j^ 
+ (ZJ'cosflt — ^'sin a)/' + (I^'sin^ + ^'cos a) a/' 

Gomme I'angle « est tout-^-fait arbitraire^ on pent le deter- 
miner de maniere a faire disparaitre le terme affect^ de x^^yU 
Four cela il faudra otablir la condition 

2 ^ sin cc cos « + £ ( cos**— ^ sin* «) — 2 Csin «« cos a sis o^ 



tLJfr=^^' 
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Or, on a en general 

sin 2 « = 2 sin.A cos « cos 2 «( = cos' «*— sia*«« 

Ainsi I'equation qai determine a peat se mettre sous cette 
forme 

etelledonne 

tang2«=^j_^. 

L'angle 2 « sera toujoars reel , poisque sa tangente est rdelle r 
ainsi la transformation et lar^ttcHon pr^edente sdnt ton jours 
possibles. Pour Fintroduire dans I'equation proposes , il faut 
observer que Ton a en general 

1-4- cos 2« .. 1 — C09 2« 

cos* « =3 '. — = » sm a == _— • i 

2 2 

En y substituant ces valeurs et cclle de sin a cos « , on 
troure 

{^ + C— ^8in2*4-(^ — C)co8 2»} /'• ) 
+ { ^ + C + i5 sin 2 « — (^— C)eos2*} «"• > = o, 
+2(iycos*— ^'sin *)y(+2 (I>'sin * + ^'cosce ) a/C) 

Or , la yaleur prec^dente de tang 2 « doane 

tang 2 « — B 



C0S2 « = 






»^.+Iang2.^ |/-^^+(^^C)V 

5i I'on reptdsente pat MetN les coef&ciens de j?"' et de a^'* , 
OB trouvera ; en y sabstitaairt ces valeurs , 

M= yi + C+ i/fi' +{A — cy, 

N=s A + C— l^B* + (^ ~ Cy i 



DU^ SECOND OflLDRR ^187 

et I'equatioii devient 

My*^ + Njc"* + a ( D' cos • — JS' un a )/' 

+ a ( 2?' sin <« + J5' cos « ) jf" = o. 



( 



On voit que les coefficiens M et, N seront toujours des quan- 
tites reelles y et c^^tait une consequence n^cessaire de la valeur 
reelle trouv6e pour tang a u ; mais , de plus , on peut toujoars 
faire en sorte que M soit une quantity positive , et il sufHt ^ 
pour cela^ de disposer I'equation de mai^^^re que A soit po- 
sit if ; ce qui est toujours possible ^ en changeant les signes de 
to us ses termes. Bn effet^ ji dtant positif , si C Test pareille- 
nient , Af sera entidrement compost dequantit^s positives; et si 
C est negatif et ^gal k — - C, la partie radicale, qui devient 

l^B^ + (-<i+C)*, Vemportara n^cessairement sur la par- 
tie rationnelle , qui ^st alors ji — C 

Nous pouYons done toujours admettre^ dans ce qui va 
suivre , que M est positif ^ et nous userons de cetteliberte. 

a53. Four discuter notre ^qoation tran«foFm^ ^ de la maniere 
la plus elaire et b plus simple , nous distinguerons deux cas ^ 
cdtti o« N est nul , celid ou N n'est pas auL 

Xdorsque ^est nul , Fequajlion ae reduit k 

Myf* +a(-D'cos*— J&'sina)j"+a(D'sin«*+ J!^^cos«)x"=o , 

et peut se\nettre sous la forme 

,-( .» . f-D'cos* — J5' sin fit')) * . ,-^, . \ „, 
MW' +- — iV +a{£)' sm « + £' cos«} X 

X (P^cosit — jg^sintf)" ^ 

I ■^aAfCD'sinfit + j&'cos*)) 

On voit alors qu'elle jrepresei^te toujours une parabole qui a 
son axe parallele aus x^% etsoasontmstpb^eau point dontle^ 
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coordonnds sont ' 

(Zycostf — -^'sin*) (/yBinefi— J^'cosrt) 

En offet; si I'on transporte Poriguie des coordonn^es ea ce 
pointy sans changer leur directioa , ce qui se fera en introdui* 
sant de nouvelles variables af'^yily telles qu'on ait 



a;^'' = *". 



(P* cos « — E^ sin <«)2 



2 ^(-D' sin « + J^'cos «) 
li'equation proposee devient 

Afy/» + a (!>' sin « + i? cos'«) xf"=:o, 

3( (D'sin « + -^'cos * ) 
et Ion voit que . -.. est le parametre d« 

cette parabole. 

Si 2>' sin^ <x -|* ^' ^^^^ ^ = ^ 9 ^^^ ^® r^duit ^li deux lignes 
droites paralldles ; eniin elle pourrait aussi deyenir imaginaire 
si les coefficiens jy E' renfermaient des conditions d'impossi- 
bilite y c'est-4-dire s'il n'existait aucun point qui put aatis&ire 
4 I'^quation proposee 

^^* + Bab + Ca^ ^Dh-^- Ea+ F= o , 

/ par laquelle nous avons determine les ooordonnes a et ^. Cette 
condition d'impossibilite est la seule qui puiase se rencontrer» 
car ees demieres transformations ne dependent que d'equations 
du premier degr6, et nous avons vu que les -valours de I'angle « 
et des coefficiens M^ sont toujours reelles. Ainsi le cas 011 N 
estnul ne donnera pas de courbe> ou np doiinera que la para-^ 
bole , r6ductible a deu;^ droites parall^es ^ en egalant a zero k 
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V&leur de xi , trouvee dana I'&rticle 262 , on aura 
I 



d'oiJi l^on lire 



JB» — 4^C=:io. ' 



C'est la condition qui doit avoir lieu enire les coefSciens Ab 
requation proposee pour que iV soit nul; et d'apr^s ce que 
notts avons vu dans I'artlcle , cette condition est la seule qui 
puisse dontier une ligne courbe analogue a la para bole. 

254. Venons maidtenant au cas oii A^nVst pas nul; alori 
Inequation propos^e peut se mettre sous cette forme 

.J If. (it>'cos--.E'8in*)(» _.C ,, ^ (DU\n'*^E'cosa)\* 
A^(r"+^ TjJT -'|+iVJa:"+ ^ ij 

((D'eoH ft — E^ sin «)* ( D' sin « + iST' cos « )» ( 
\ N ^ MS 

Si Ton faity pour plus cle simpKcite, 

C (IH cos « -. jB' sin «)* ; (Z)' sin * + £' cos * )• ^ 
I iNT ^ M S* 

ut ,/ . i>'cos*— .J^sin* (Z?'sin«+^'ooi(x) 

elle deviendra 

et sous'cette forme pn reconnalt qu'elle ne peut jamais repr^- 
senter qu'une ellipse ou une liyperbole^ qui se trouvcut ainsi 
rapportees iWe et I'autre a leur centre et k leurs axes. 

Bxaminons maintenant'quelles sont lea conditions qui ponr- 
jraient rendre oes courbes imaginaires. II est evident , d^abord , 
• qu'aucune condition pareille ne peut avoir et6 introduite par 
nos dernidres transform a tio us ;^ car nous n*avons fait quo trans- 
poi*ter Torigine des coordonnees en un point difTerent de celui 
ou iiQUs IVvioos places d!abord, trtUispoi»ition qui est toujours 

19 
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permise ; il faut seulement que* les coordcHindes de la ii0inrell« 
origine soientreelles , c'est-a-dire que Z)' el E ne renferment 
aucune condition d^iibpossibilite, ouy en d'autres termes, que 
Ton puisse trouver pour a el & au moins un couple de valeurs 
qui satisfussent a la proposee 

Ab'' + Bab + Ctf' + J9^ + jfffl + F=30. 

En supposant celte. condition remplie, voyons s'il en existe 
d'autres relatives a notre transforinee clle-m^nle. Nous sommes 
convenus que nous pouvions toujours rendre Af posilif , et que 
nous reniployerions comnie tel dans nos calculs. Si en m^me 
temps iV est ncga til , la transibrmee 

repr^scnte toujours une hyperbole reelle. Si K est nul , celle 
hyperbole sc reduit a deux droites menees par I'origine des 
^'" et y'", en formant des apgles egaux au-dessus et au-dessous 
de I'axe des x^^ \ mais quel que soil K ^ elle ne peut jaioais 
^devenir imaginaire. , 

II n'en est pl ds aioai lorsque JV_est positif en mdme-temps 
que Jlif';*ctralorssi iTest aussi positif, I'cquation transformee 
represehte une ellipse reelle; si K est nul, cette -eliipse se 
reduit^ un point plaee.a I'origine memo des coordonnees 
^"'y'" J. naais si K est njegatif , tons les termcs de la transfor- 
mee se trouvant pareillement positifs , il est impossible de trou- 
ver aueunes valeurs de x'^' et dey^'^ qui y satisfassent , et par 
consequent la courbe qu'clle wpresente devient imaginaire. 

Pour connaitre les circonstances geomi^triques auxquelles ce 

dernier cas repond , il faut developper le coefficient K et 

, • • ■ ■ . ^ - - ^ . 

oherclier les cpndilions d'oii depend son sigae. Or , en develop- 
pant les produits qui le comp6sent , il prend la forme suivante 

(j!^^cos^tf+afsin*«)J^'^.:h(iV^sin■'«4-ilfco8.•«^^ 
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f>U , ce qui revient au meme , en mettant pour cos* « et sin' « 
leurs valeurs en cos 2, ec^ 

Or , si Ton se rappelle lea valeurs trouvees plus haut pour M 
et A^^ on en deduira faciletnent 

V 

M+N=:i{yi + C) 



* a 

et , de suite ,' 

(JV— 3f )cos3a=— 2(^— C) 
{N—M)sm2a=z2B; 

en sorte qu'avec ces valeurs la quantite proposec devient 

' 2 CDl^+2. AE''' — iBiyE\, 

Si I'on su})s1,itue dans ce resultat , pour D' et E\ lours 
valeurs 2 ^'' + Ba ■■{- D y 2. Ca -{' lib + E j ot qu on 
se rappelie- ^^ue Ics coordbnnecs a et ^ sont ass ujet ties k 
I'eqdation' ' ..::•.'. 

Ab'^ 4- Bab + Ca* + m.+ Ea +. F== o.. . 

on trouvera definitivement qii'etant divisepar 2, il se reduit k 

AE* + Ci)^ ,4- F$" — BDE — 4 AFC\ 

li raudrait done cpe cet^ q^antild^' ^t negative*^ Jfdur qu« 
Tequaiion t^ansfol'iiiee • ' , ■ ^ ' ■ • . . 

lepr^sentM une canrbe ii»?gitiaire ; mais cielte 'Condi46oiq; seule 
ne suffirail .pas encore, car iifimt, comm^ nous Tavon.^ vu ^ 
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que I'on ait en mSme temps N positif ; or , la valeur de JVj 
trouvee dans Faiiicle 232 , est 

on ^ OD qui revient au na^tne , 



Pour qne cette valeur de JVsoit positire , il faut que la parlie 
affects du radical aoit moindre que I'autre , ce qui ne peut 
avoir lieu que dans le cas oil B est negatif : or , la reunion dea 
deux conditions 

^E* + CD*+ FB"^ — BDE—kAlFC<io 

est pr^cisement le caractere que nous avons trouv^ dans par- 
ticle 23o , pour que I'equation propos^e 

Ay"" + Bxy + Gc* J^DyJ^Ex^ F= o 

no piit 6tre satisfaite par aucunes valeurs reelles de x et de j^ ; 
ainsi ^ eii definitif , oe cas d'inipossibilit6 est le seul qui puisse 
donner lieu a des courbes imaginaires. 

£n r^sumant les resultats de cette discussion , on voit que 
I'equation g^n^rale du second degre & deux indcterminees ne 
peut jamais / lorsqu'eUe est possible , repr^senter qu'une des 
Irois sections coniques % savoir Thypetbole , la parabole , I'el- 
2 ipse, ou une modification de ce« courbes, telles quele ^st^me 
de deux droites , une seule droite , et le point ; oe qui complete 
la discussion generate de cette classe d'equations, et justifiel'ap- 
plication des proced^s tr^srsimples que nous avons donnes plus 
haut pour les constrt^ire g^m^iquement^ dans tons les cat, 
f^n supposant qu'ellos repr^sentent une section conique. 
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d55. On voit aus^i , par cet exemple gendral , la marche 
qu'ondevraksuivredans chaquecasparticulier; pour simplifier, 
par la transformation dea coordonnees , lea equaliona que I'on 
pourrait se proposer de r^soudre , tt pour les ramenei^ainsi k 
la forme precedente, dans le cas ou I'on ne voudrait pas ae oon- 
tenter de les construlre par les^ precedes simples et exp6dilifs 
qu« nous avons donnes. Alors il faudrait d'abord discuter 
I'equation proposde , pour voir si elle represente une courbe 
reelle ; on verrait ensuite , d'apres les relations qui existent 
entre ses coefiiciens f si ^lle represente une hyperbole , uno 
parabole ou une ellipse ; et selon qu'elle appartiendrait k Fune 
de ces trois classes ou it une autre , on transporterait I'origine 
et on changerait la direction des axes de maniere a la rapporter 
k sa forme la plus simple , par exemple % k son centre et k dew 
axes s'il s'agit d'une ellipse ou d'une hyperbole; et s'il a'agit 
d'une parabole, k son ax& et k son aommet. 

Four tronver directement le centre des hyperboles et des 
ellipses , il faut d6placer Vorigine des coordonnees « de mani^re 
k faire disparaltre les premieres puissances des variables ^ puis* 
que la eiourbe est symetrique autour de son centre. Pour efFec** 
tuer cette r<^ductbn , on fera 

a et 6 ^taot les coordonnees de la nouvelle origine. En substi- 
tuant ces valeurs dans I'^uation generale 

jiy^ + Bxf + Cx* + Df + JSx + F :=: o, 

on poorra disposer desindeterminecs a et 6 de inaniere que- lea 
■premieres puissances de a:' et de y disparaissent de la transfer^ 
mee ^ ce qui donnera les deux equations suivantes 

a C« + if* + -B = a^ 
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atixquelles ces quantiteA devront satiffaire; et alors Fequation 
de la courbe rapportee ^ celte origine devicndra 

Xn cffet , sous ccltc forme , on voit qu'ellc est symclriqne fela— 
ti veineot aux nouvelies coordonnees y' et ar'. 

Lics equations qui existent entr<^ Ics coordonnees a et i& de la. 
nouvelle origine sont da premier degrc, et representent deux 
ligiics droitcs : ccs dnoites r.e pouvan^ se ooiiper qu'en «n seul 
point ,il s'ensuit qu'iln'y a qu'un sf ul centre dans Jes coarbes 
du second ordi*^. £n e£fct , cos equations donnent pour aet b 
le^ Vfileurs suivanLcs 

__tiAE—BT) 2 CD — BE 

• ^"^ B''—^AC* ■"" JJ' — 4 ^C ' 

et ces valfurs sont uniques : ,ell9$ devientiient i^iinies , 

guand 5^ -^ 4 jiC est nul ; pe tq4^.sig«i$i6 qu'^rs U n'jr a 

pas de centre ^ ou,^ en d'autres termer , qu'il est plalfe a une 

distance iniinie cle Forigine. Ce easiest cclpi dp la paralx>fe, 

5X)mme Pindiqijp i'equalioif ,^.» -^,4 j4Q ;;^ p^ qjji.focitio le 

caracterede cette courbe. Dans.^.:C9i.^ lp& dptu; • droites qui 

deterrainent le centre par leur intcr^jclion deviennent paral- 

leles , puisquQ^teur point d*intersectlon est ih£niment eloigne. 

Si^ de^j^us, un, des numerators est nul en m^me temps 

que j^^ — /!^ jiC 9 CCS deux.«appQsitions rctident aussi nul 

I'autre numerateur , et les valeurs precedentes d^ q et b de- 

vienneilf fndeWrminees ; alors il faut'revenir aux equations 

meiDQs ,quii^ d^terminent j et y ihtoroduire ce& suppositions. 

. Or , .il. pkt facUe^d'en deduire que , dans oc*cas, les deus: equa* 

tions de a et&&tu7edaisent a une seble^ ei par conieqaentne 

sufHsent pas pour detercuiner g^s d^u^ quantites. U y a done* 

dans ce cas particulier, urie infinite de centres qui sont tous 

ftitucs sur une m^e ligne'droite :' mais' aussi , dans ce cas ^ la 
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courbc se reduit a deux droites parallelcs , cojnni^ il est facile 
de s'en assurer par les m^fhodes de Tarlicle 289 , et tous les 
centres se trouveni sur la ligne droite qui est intermediaire « 
^ntreelles. 1 '/ 

Lorsque la courbe sera rapportee a son centre , <!k)mme 
^ous venojis dele dire , on ppurra changer la direction des coor- 
donnees autour de ce centre ^ dc maniere k. faire disparaitre !• 
rectaijglffles variables > et alors la courbe setrou vera rapportee 
ftfies axes.Si c'est une hyperbole, on ppui:ra.]a rapporter k 
9es asymptotes, par le m^me precede. , ., * 

. S'il s'agit 4' une parabole , cette courbe n'ayant pas. de c«n(rc , 
on ne pourra pas la trailer de cette xnanierevj mnis lorsque pa^ 
la resolution de Tequation on aura trouve un diametre , on 
toQl*nera lei coordonn^es d^ rifeni^re qu'elles lui deviennent • 
paralldcsy apr^s quoi on fraasportera r<)rigine de> manieFe k 
faire disparaitre le ferine, constant ^ ^tflprs la courbe widrpu- 
Fcrfi rapportee li: son axe et a son oomniei* >..!>. 

C'est pqur oomprendre tous ces ^as dans ua seid ^ que nous 
avQ^is adjopte cetl^ maxfil^Q ^anaTarlicle pree^ent , ea ramer*. 
nant Tequiiion a ne-^ontenir que lea c^Tesdfs yariables et 
leur9 p^mi^rf s jjMiissances ^ caf c^tte forme convient egalement 
a I'ellipse , a la parabole et a rhyperbole. ^ . - 

. Ah' restq , il sufiira I9 plus sojuvent ,de discuter I'eiendue et 
la fori9je,4e la courbe par la methode g^a^ale cfui repose sur 
la consideration successive des valeurs de j;.Qn trouvera ainsi 
autant de points qu'il en faudra po«r saif^ir « dans tous lef 
ca^ f quelle est sa nature et comment elle est situce. Le reste 
s'il est.neqpssaix^^ s^acbcivera par la IransfojmatiiOii de^ coor^^ 
donnees. • 
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DES SURFACES DU SECOND ORDRE- 

a56. On a vu dans I'aTticle 5a, que les Equations entre trois 
variables representent des surfaces > com me celles qui sont 
entre deux ind^temiinees representent des'Iignes. On classe 
nussi les ffuvfaces d'apres le degr^ de burs Equations. Aihsi lo 
plan dont Tequalion est lin^aire , est du premier drdre. Nous 
ne oonsid^rerons ici que les surfaces da second ordre , dont 
Tequatlon Id plus g^n^rale est ' 

et nous supposerons les coordonn^es xjrz rectang^ilaires. 

Putsquedeax des variables ir,^> s, peuvent £tre prises it vo* 
lont^ , ce qui se pr^seDte d'abord de plus simple est de r^soudr« 
l*equfttion propos^e par rapport a une d'entre elles , par 
exemple , par rapport k s ; alors ^ ^n donnant successivement 
4 j7 et u.y iQMteB les Valeurs possibles , on en dediArait les va- 
leurs correspondantes de ^ ^ et par oons^qaeftt k position des 
diffi^rens points de la surface* 

Mais cette methode , que nous a^dns employee dans la di9- 
cussion des Kgnes courbes , ne serait pas propre k donner uno 
id^e nette de la forme et da cours des surfaces , parte quet 
s'il est fatile de saisir par la pens^e la liaison d''une seole 
suite de valeurs y il serait tres-difficSle d'etendre cette id^s^ 
it deux dimensions^ Pour obvier k cet inconvenient , on ioFagine 
line suite de plans coupans menes suivant une certaineJoii 
par exemple, paralleles^ Tun des plans coordonnes. En oom- 
binant les equations de ces plans avec cclle de la surface prcH 
pos^e , on determine ( n^. &i ) leurs intersections mutudlei^ '. 
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Xia nature d« ces intersections et la mani^re dont elles se auc- 
cedent , font saisir et voir , pour ainsi dire • dans Fespace, la 
nature de la surface et les dirers mouvemena des Nappes qui 
la compos^nt. . . ^ 

Pour donner un exemple de oe proc6de , appliquons-le an 
cas trea-aimple ou requation propos^e serait 

** + «*+>'•=-»•. 

- Prenona les plans coupans paralleles au plan des xy^ leva: 
Equation sera j par le n^ 53, de la forme 

a itant une oonstante : substituant cette valeur de x dans W 

k » ■> . 

m 

.propoB^e , on a , , 

I 
Cette Equation , qui appartient (n^. 61 ) a la projection de Fin* 

tersection sur le plan des xy, repr^ente^ quel que soit a 9 une 

circonference de cercle dont le centre est k I'origine , et dont 

le rayon est 1^7?*— a* : oe rayon est reel tant que a , positif 
ou negatif , est plus petit que R ; il est nul, quand a 6gale JR , 
et imaginaire quand a surpasse 72. Ainsi , dansie premier eas, 
Tintersection est une circonference de cercle ; dan^ le second , 
ce cercle se r6duit a un point; et aa-del& ,■ le plan ne rencontre 
plus la surface. 

L'equation proposee etant sym^triqiie par rapport aux trois 
variables or, ^y. x^ oh obtiendrait dos resultats semblables en 
prenant les plans coupans paralleles a un quelconqiie des plans 
coordonn^s : si ces plans passaient par Porigine m^me des 
poordonndes j chacun d'eux couperait la surface suivant des 
cercles ^gaux , et qui auraient pour Equation 

x'+r^ = R\ x'+»':xzR* ^^4.,':;=72\ 
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On peut done ooncevoir la surface 'proposee oomme cngen«> 
dr^e par le moavement d'un ccrcle parall^le au'plan xy , et 

dont le rayon variable , et represents par |/-R' — ', est Tor— 
donnee du cercle suivant leqael le plan des xz , ou des yz , 
rcncontrerait la surface. On reconnalt a cctle proprietela ge- 
neration de la sphere que j'ai choisie pour donner une appli- 
cation simple du proc^de general ;. car, dans ce cas particuHer, 
on peut aisement reconnailre la nature de la surface , en ob- 

servant qne (/^ jc^+y'+z^ est la distance d'un point qiel- 
conque a r«rii^ine des coordonnecs' r distance qui est conslante 
d'apres I'equation precedente \ ce qui caracterise la sph<^re. 

C'est pour plus de simplicite que nous avons choisi les plans 
coupans paraiieles a:ux plans coordonneis r'par cbtte dli^ii^sition ', 
les projections des intersections ne different pas des Intefseci- 
lions elles- mcni.es. Nous n'aurionspas en cet avantage en pre- 
nant ies juluna cojupaas dans les directions quelcc^q,u(;8 ;• sL^ 
pa>exemple, nous les cussioqa seulement. aM^'j^iQUapa^QT 
piir rorigiue, il&a|ii;*aiejat ^u des. equations de la forme 

et la combinai$on de cetle equation avec In proposeeeut denne, 
ea climiWnt *;; 

'. I • 

r • 

• . • (irf' +.Ci^) 'x"+s ABxy+^{nKr\r C») y.^ =? R\C^^. 

Alors 1 1 projection de I'intersection sur le plan des xy est une 
ellipse. On pourrait cependant reconnailre que celte intersec- 
lion elle-m6nie ^st une circonfqrence de cercle, et I'on y par- 
viendrait en la rapportant a des coordonnees prises dans le 
plan coupant. Jc donner ai par la suite des methodes pour at- 
teindrecebut. - 

I ■ ■ ' :■ , ' . . 

257. En general on peut, a Faide de ce que nous avons dit 
dans le n* ^2 , dclerfiiiner les intersections d'one Surface qnel- 
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eonque par un plan, <et il 0st Visible que ced intersections seront 
en. general des courses 4u m^ine ordre que la surface : mais 
avilnt d'appliquer ces procedes a I'equation generale du second 
de^i;^,. il faut remarquer q^u^une pareille aquation n-est pas 
toujours possible , «t qa'il exiate des eaa oi elle ne saurait 
reprq4e;oteraupune. surface. Four les dietecminer y operons ieL« 
comme nous Tavons fait n^. ft24 , sur I'equation du second 
degre entre deux variables. En rdsolvant Tequation propos^e 
par rapport k z^et supposant^ pour plus de simplicite , 

2.{BC—2AC) = d ^{pC—^AO')z=Le Cr-^^AF=if 
elle donne ' 



J i y • 



Pour que la valeur de z soit toujours imaginaire, quels qn« 
soient ^ et j, i{-fajtit'que la quantise com pirise sous le radical 
soit toujours negative. Or, en supposant x nul, on pourra 
(n**. 225) donner a y une valeur telle que le signe du resultat 
ne de^bnd^ que de celui de a : on a^ra done d'abord , pour 
prepiiere condition de riniaginarite , 

B^ — i^AA'Ko. 

De pli!^s , pour que^la quaulile qui est stnis le radical conserve 
toupu^s son signe n^gatif , il faut qu'elle ne puisse jamais de- 
venirpulle, et par consequent' il faut qu'^n l'6galant a zero, 
on n'en tire jamais pour y que des valeurs imaginaires. Or , 
4)it voit^ paar l^rticle 232, que cette condition ne pent 6lr» 
teoipIieV^-inoins qu^jn n'ait 



J jj ' . 



j»--^4ac<o {bd^'xae) »— -(&•— 4ac) (fl?*— 4«/X<o ; 
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ce qui exige que le$ quantit6i a,c,f,ovL 

Boient de ni6me, signe ^ et par consequent negatives , puisque 
la premiere doit I'^tre : pour eela, il'faut que les codfficiens 
AA^ A^ soient de m^ine signe ^ sans qu'aucun d'eux soit nul. 
En faisant done « pour plus de simplicite y ^ 

nous aurons les trois conditions 

tf<o, a'<o, 0<o- ^ 

Lorsqu'elles seront remplies , I'^quation propos^e sera impos- 
sibly > ct ne representera aucuiie surface. 

On peut s'assurer aisement decette verite , en observant quo 
la quantite 

peut^ d^apr^s Tarticle a32 , ^tre niise sous la forme 

Par consequent y Fequation proposee equiyaut a la suivante^ 

4 aa' ^ 4 ^^^ 

et Pan voit clairement que tous s^s termes sont po&itifs ,^ 
quelles que soient les valeurs r^elles attributes au;c yariaUea^ 
XyX^Sfsia, a' etQ, sont negatifs ; ce qui rend Tegalite k 
zero impossible. ^ ^ 
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Si Q est nul , a et a' ^tant toujours n6gati& , T^quatioii 
peat 6tre satisfaite f mais c'est seulemeut en supppsant chacun 
de ses termes nal en particulier ; ce qui donne 

Ces trois ^nations suf&sent pour determiner les coordonnees 
^^y^M'y et> comme il n'en r^ulte pour chacune d'eiles qu'une 
valeur, il a'ensuit qu'alors la surface se reduit h un point* 

II est & remarquer que la quantity Q reste la mSme quanct 
on y change tous les signes des coeffidens a,b,c. . . . 

aSy. II peut arriver aussi que I'equation proposee soil de- 
oomposaUe en facteurs r6els da premier degr^» et alors elle 
representerait le syst^me de deux plans. Pour cela ^ il faut que 
la quantity affec^e da signe radical » ^ans la valeur de z y soit 
un carr^ que Ton pourra par consequent repr^senfer par 
( «j -}" A^ 4* y )** ^1 ^» V> etant des oonstantes indetermin^es : 
developpant cette expression , elle devient 

^ « 

tX, en la comparant terme a terme avec Yk quantite 

m 

«/• + bxy + c** + fl^r + ** +/i 
on a 

••=a, /5' = c, y'=/, {A) 

d'ou Ton tire 

i* — 44*0 = 0, d'—AafsnOy e' — 4r^z=:o. (5) , 

• * • 

Ce qui exige qae les quantit^s a yC^f^ soientde mdme signe. 
Lorsque oes trois Equations seront satisfaites , on aura 

Its signes des radicaux 6tant determines d'apres ceax des quan- 
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tites bf df e; ei I'^^uation proposee se reaoudra en deux* fac- 
teurs J qui seront 

i a a. y 

Si les quantiies a , c^fy ^ont positives , ces facteurs represcir- 

leront des plans reels : dans le cas contraire , V^ a sefa. imar- 

ginaire, et Foa devra avoir en m^me-temps 

' • • • . 

a 9 a 
Alors la proposee representera une ligne droite. 

Les valeurs diQ b fd^e^ tirees des equations [A)y donnent 

. , bd — 2 a^ =£: a. 

Ainsi, en se reportant au numero precedent ^ les quantitesquo 
nous avons nominees a\b^, Q ^ sont nulles lorsque I'eqqatioa 
proposee est decomposable en facteurs du premier degre. 

Si t'ort dcveloppe les Equations (j8), en mettaAt pour a, b, c, 
leurs valeurs | elleSideviennent 

Aai'^+A'^C- +F$'^-S'CC*-^AA''F=o (3). 

« 

Les deux derni^res sont celles que I'on obtiendrail en ftiisant 
successivement abstraction de x et dc j dans la proposee , et 
ecrivant que le resultat est decomposable ^n facteurs du pre- 
mier degre. B est facile da s'en assurer , on les comparant 
avec celles de Part. 244. Xa' premiere *n'e»t point symetriqiie 
avec les deux autres , et cela vient de ce qjifi nous avons resolu 
I'equatioft par rapport a z j'ce^qui n'a laiss^ que a; et j' sous le 
radical : en la resolvant.par rapport a / , on trouverait pour 
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line das trcds Equations de condition suiyante • ' ^ 

^'C' + ^"C* + FB"' — B"CC" — 4 ■^'^". F= o (4). 

Cetle equation, qui ne contient que les coefficiens de x et de^, 
doit necessairement 6tre comportce par les trois precedenfes : 
deplus^ comaie elle contient la leltrej5", quinese trouve 
pas dans les deux dernieres , et la let I re i^, qui ne se trouve pas 
dans la premiere , elle ne peut resulter que de la combinaison 
de ces trois equations. On peut done la substituer a une d'entre 
elles, par exemple, a la premiere , et Ton aura -alors les trois 
conditions (a) (3) (4) , pour que ta propoeee represenle 
deux plans ou une ligne droite : ces equations de condition 
pourront menDie etre employees quand une des quantises 
B y A\ A", qui multiplient les carres des variables a; , y i ^ 1 
deviendra nuUe, 

Si Ton voulait parvenir directeraeat aux trais equations 

(2) (3) (4), il faudrdit rendre la proposee hoinogene et sy- 

metrique, en y substituant pour XjY^ z; , -=^ , ^— ; 

n n n 

n etant une nouvelle indeterminee :. on trouverait ainsi 

Ax^+AY+Af^x+Bjz^B*xs-\'ff^xy-^Csn+Cyn'\'a'xn+Fnr==iO', 

et en resolvant cette Equation par rapport a >^ , on ehercherait 
les conditions qui rendent le polynome decomposable en f^ic- 
teurs ; on obtiendrait ainsi directement ks trois equations (2) 

(3) (4). 

259. Le principal caract^re par lequel nous avons clause lea 
courbes du second degre , est Tabsence ou Pexistencc des 
branches infinies. On distingue egaleraent , parmi les surfaces 
du second ordre, celles qui sont renfermees dans un espaco- 
limite , et celles dont Ic cours est indefini. 

Generaleme)it; lorsqu'une surface est renfermde dans ua 
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espace £ni , si Ton m^ne une droite qui la rencontre eil plu«> 
sieura points , la portion de cette droite qui est interceptee 
entre-les points d'intetsection ne pourra jamais devenir inlini^i 
ct il est Evident que cette propriete appartient exclusivemenl & 
ce genre de surface : che^chons les conditions qui Tetablissent 
dans celles du second ordre. 
Soient done 

let Equations d'une ligfie droite quelconque dans laquelle Mf^, 
a'f fiff sent des oonstuntes absolument arbitraires qui dependent 
de la position de la* droite : les points oik elle rencontre la sur- 
face du seoond degr^ 

teront determine par le syst^me de ces trois Equations (n^. 62)« 
ir faudra done en tirer^ par I'^limination , les valeurs des 
coordonn^es x,y ,g*fCe qui »fcvient a chercher les intersections 
de la surface par chacun des plans projetans, et a determiner 
ensuile les points communs4 ces deux intersections. Ainsi^pour 
que la surface proposde soit renferm^e dans un espaee fmi^il est 
necessaire et il suffit que ces courbes soient toujours fermees , 
quelle que soit la direction des plans ooupnns. 

Si Ton combine d'abord la premiere ie$ Equations de la 
droite avec pelle de la surface , et qu'on limine x entre elles , 
il viendra une equation du second degre qui appartiendra k la 
projectien , sur le plan deajrx , de la courbe suivant laquelle lo 
premier plan projetant rencontre 'la surface : cette equatioxi 
sera de la forme ' 

a's* + Vxy ^cY + d}x + Jy -f-/' = o. 

Pour qu'elle appartiennei une courbe ferm^e ^il fuut, comme 



^nfsL vu n°. 325, que ^'' — 4«V soit une quantite negative : 
or, sans cffectuef entierement ]e,calcul de relimination , il est 
aise de voir que I'on a ^ 

ce qui donne 

Celte condition devant ^trc remplie , quel que soit a , il est 
visible que I'on aura d'abord ( n**- 224 ) 

/?"' — 4^'^"<o. 

yi' el y^^^ seront par consequent de meme signe , J)0silive8 pai? 
fexeuiple , si nous supposons la premiere positive , ee qui est^ 
^ermis. 

II faudra ensuite que ce polynome reste toujours negatif , 
quel que soit « •, ce qui exlge qu'en I'egalant k. zeix) , il nc donne, 
pour ee que des valeurs imaginaires i pour cela, il faut qu'onait 

(55"— a5'^')'— (B*— 4^^') (5"'— 4^'^")<o (4)> 

ou, en developpant et divisant par 4 A'y qui est une quantite 
positive ) - . . 

JlB"^ + ^'JB'' + >^"^* — BB'B^'-^^ AA^A''<io (5). 

Cela lie peut avoir lieu qu'en su'pposant 

5" -^ i^AA' < o. 

11 faut |)ai* Consequent que leS quantitea AjA^, A" soiertt 
toutes trois de meme signe^ c'est-a-dire positives , sans qu'au- 
cune d'elles soit nulle. 

Ces conditions 6tant satisfaites , la section faite dails la sur* 
face par le premier plan projetant de la droite sera une courblf 
ferniee, quelle que soit la direction du plan« 



"^ 
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En combioant de la m6nie inaniere i'equation 

du second plan projelant de la droite avec celle de la surface, 
on trouvera que I'intersection sera une courbe fermee , si Ton a 

ce qui exige que I'on ait 

Mais ces conditions ne different qu'en apparence des prece* 
dentes; car, si I'on developpe laformule (6), et qu'on ladivise 
par 4 ^', qui est une quanlite positive , elle donnera la for- 
mula (5i) ; et , riciproquement , en multipliant la for- 
mule (5) par 4-^", on retrouvera la formule (6). Par cons^^. 
quent y la condition £'* — 4 ^-<df" <^ o est impllcitement 
oomprise dans les precedentes. L^analogie fait aisement senlir 
qu'en multipliant la formule (5) par 4^, on p^ut luidonner 
la forme 

II suit de U que ^ pour qti'une auriac#^d\i second degr& soit ren* 
fermee dans un espace fini , il est necessaire et il sufiitqueson 
interseclion 9 par un plan perpendiculaire h, un dcs plans coor- 
donnesy soit toujours une courbe fermee , quelle que soit la 
direction du. plancoupant : il est aise de voir que ce c^racterp 
pe.ut servir a determiner les surfaces finies de tous les ordres. 
Cette propriele lient kce que Ton pcut trouver I'intersection 
d'une droite avec une autre , sans combiner immediateiiient 
I'equation de cette derniere avec celles des deux plans pro je tans.; 
car on parvient au m^me but^ en cherchant les points dans 
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U9qa6\& an di$ plans projelan* tencontre la courbe suivant la- 
quellc Taatre a c6i>pe la sutface. it saflit done , pour cjn'e celle-ci 
»oit compffise dans uh espace fini , que la courbe dotit il s'agit 
soittoujours feriii^e , quelle que soil: la direction dti plam. 

Nous conclur^ns de ce qui precede, qu'une snf face du second 
dcgr^ J dout. P^quatioA est 

ne peut €tre renfeqgEnce dans un espace fini , a moins qu'on n'ait 
entrejes coefiiciens de cette equation le» relation* suivautes 

AB"^^^ff'-\-A^'B'^BB^B"'-'^^AA^A^^<o- 

Mais nous observerons qu'ane qu^lcOnque des trois premieres , 
prise cofijotntemeirtavec iadernidro , comporte les deux aufres* 
Pour prendre una id^e nette de ce que ces forYi)ule» repr^-^ 
sentent ^ supposons que Ton fasse successivement 

dans Fequation gen^rale des surfaces du secoild degre ; ott 
obtiendra , parcemoycn, trois <Jq« ft tionsaussidu second degro, 
qui apparliendront aux sections faites dans la surfnce par l^s 
trois plans coordonnes : letf trois premit^ree des conditions [A) 
signiiient que ces sections , que noii^nommerons les traces da 
la surface^ sont des courbes fermees. Mafi^ cela ne suffit pas 
pour que la surface soit elle-mdme fernaee,'et il faut encore 
que la quatri^me condition soit remplie. C'est ainsi , par 
exemple-y -^a'un o^e droit , q^ui e^t ui^b sifrfaoe iiid^lhiie ^ peut 
^tre place ^ par rapport kyl'origine , de maniere que ses intersec- 
tions par les froi^ plans coordonnerf soient des ellipses. 

On voit, par les forraules precedentes , que toules lessurfdces 
du second degr^vqiii sont de nature k 4tr6 comprises dims un 



3o8 PES SURFACES 

espace fini , renrerment ncoessairement dans lear equation les 
caiTcs des variables Xjj ^ s\ el , en effet , si une de oes va- 
riables y z par exemple , ne s'y trouvait qu'a la premiere pais- 
sanoe, sa valeur serait toujours reclle , quelle que fiit celle des 
autres; et, si elle n'entrait pas du lout dans I'equation , elle 
serait absolument arbitraire, en sorte que, dans Fun et I'autre 
caSy la- surface s'efeudrait indcHniuient dans le sens de celte 
vatiable. 

260. Considerons mainleaant les divef^s particularites du 
cours de ces surfaces; mais« pour les discufer avec plus de 
iacilite , et distinguer plus nettement les proprietes qui les 
caracterisent , cherchons a sinipUfier 1 equation generale » 
comnoie nous avons fait dans le cas des courbes planes ^^n chan- 
geant convenablement les coordonnees. 

a6i. Ne faisons d'abord que transporter, rorigine. En nom- 
mant j/ et^' les nouvelles coordonnees ^^ on aura 

En substituant ces valcurs ^ on^peut disposer des inB^rminees 
a, ^ , y 9 de maniere k faire disparaif re les termes affectes^es 
premieres puissances des variables ^'9/'; x/;ce quidonne les 
iruis equations 

Z^ y + B & + B'a+ C =0, 

2>^'^ + |''« + jB y+C = 0, (2) 

aJ'U + B'y+B'*^+C'=^o', 

et , en reprcsentant par L, la quantite 

r 

^y » +^'^' +^"«* +B^ + B'<iv+B"»^.CY+CH^C"ct+F 

qui ne contient que des quantites connues , la transform ee 
devient 



Az<'+A<y''-\-Ai'£'-^Bz>y-{-B'i^xf-{-B"x'y>-\-L:=o (3). 
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Cetle Equation resle la meme, quand on y change + ^'? +j'» 
+ -s', respectiveiBent en — x\ — j', < — ^'. 3i done, par Fori- 
gine des coordonnees , on mene une ligne droile dont les equa- 
tions soient de la Ibroie 

les points ou elle renconlrera la surface auront leurs coordon- 
nees respectivement ^gales ,et c|e signes contraires : par ccin«e- 
quent, la portion de cetle droile interceptee par la surface se 
trouvera divisee en deux parties cgalcs a i'origine des coordon- 
nees. Cetle origine sera done le centre de la surface •, en attri- 
buant beetle expression la signification quenousliiiavons donnee 
dans les CO urbes du. second ordre. 

Les equations (2), qui determinent la position ^ ce centre, 
6tant lincaires., elles donneront Igujours pour «,'^, y>des 
valeurs reelles ; mais les coefficisns A ^ B ^ C ^ peuvent avpir 
entr'eux des relations telles, que les valeurs de « , jS , y , devien- 
nent infinies j ct alors le centre de la surface serli infinilnent 
eloigne , circonstance analogue a celle qiie presenle la parabole 
parmi les sections coniqueg. 

Pour savpir quand cela arrivera , il laut tirer des equa- 
tions (2) les valeurs de a , jS , y , et examiner les.cas oaleur 
denominateur peu,t dqrenir nul. Si Ton calcule ce denomi- 
nateur par la metbode ordinalire d'elimination % on aura , en 
r^galant a zero J . . . 

AB'^'' + A'B'^+ A'^B'— Bff B^^ — ^AAU'[=o (D). 

C'est la condition necessaire pour quelle centre. Afi k surface 
soit infiniment eloigne.. . ,-, -j_ 

Si cette equation etait satisfaite, et qu'on e.ut ei meme 
temps , _..,".- 

les valeuri 3e «f , ^^ y ^ ne seraient plus infinies : il-est aiif d© 
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voir qu^alors un« quclconque de$ trois equations (2) serait com- 
partie par le« deux aulrcs. Eiies ne sufirraienl done plus pour 
de^ermineir Ics trois coordonnes «, j5, y : par consequent , il 
y aurait une infinite de centres tous situes «ur une m^mc ligne 
droite qui serait Tintersectibn de imx plant ayant pour equa- 
tions 

P.ans ce.cas, la surfii«e est un <^1indre droit 4 base elliptiqu« 
ou hyperholique , com me nous ie vei^ons plus bas , et Tuxe d& 
ce cylindrp leel Je lieiide lotis ies centres. 

262. Faisons d'abord abstraction de ces cas particuliers ^ el 
oonsidcrons 011 general Ies surfices qui ont un centre, c'esl-li- 
dire dont 1' equation pent ^tre mise sous la forme 

pour la sitfiplificr encore, <;hangeons-y la direction des coor- 
donnees , en Ies laissanttoujours rectangulaires, et cherchons 
Il detwminer le nouveau syst^mc demanierea faire disparaitre 
le^ ♦fpiiie^ qui'con+ionnent Ies rectangles des coordonnees j il 
faudra , poor ccla , faire (8a) : 

x'=x''cosX+y'cosX' + ^''cosX" ^ 
< V =^ :r" eos Y -f V^' cas F' + 5" cos F" ; 
y z=: jc" cos Z + j" cos Z' + sf* cos Z", 

ct Joindre a ces equations Ics suivantes 

• " ' '4b8* X -f-oos' Y 4. cos* Z == t 

cos* X' + cos* y + cos« Jg-' = 1 ^ (^ 

.. ipos" X'-^ + c'ta* y»' + cos' Z^^ :;= 1. 

cosX cos A'* + cos F fos F', j:fi» <:os ^ co^Z' =0 

cos X cos X" 4- cos Y cos T* -I- cos Z cos Z" ^(y [B\ 

€0siC*'6cis # + cos F^'cos F"*4- COS Z^ cos ^". == o 
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ce qui dontiera une equation de la forme 

■4 

Sans effectuer cnlidrement hs calcul , on peut aiaement Former 
les valeurs des coefiiciens iV/ A^, iV'' ; et, en les egaianl a zero , 
on anra les trois Equations suivantes 

2 A cos Z COS Z' + B (cos Z cos Y^+ cos Tcos Z^ ) 
+2j' COS rcosT' + B' (cos ZcosX'+cosXcosZ') 
+a^"cos Xcos X' + 5" (cos Y cos Xf+ cosXcos F'). 

nJ cosZcosZ^^ + B {cos Z cosV* -{- cosYcosZ"),l 
+2^' cosrcosr^'+ B' (cosZcosX"+co8XcosZ");=o {€) 

+a^"cos XcosX" +J5"(cos FcosX'-f- cosXcosF'')) 

2 J cos Z'cosZ" 4- Z? (cos Z'cosr''-f cosr'cosZ")) 
^ijf cos r'co8F" + ff (co8Z'cosX"-4-cosX'co8^")V=o 

+2^"co8 X'cosX" +. JJ"(cosy'cosX"4-cosX«cosy")) ^ 

On peut, ( an tnoyeft des netif equnlions (^) (J5) (C) , deter- 
miner les neuf quantites d'oii depend la position des trois axes^ 
et , en sub^iloiant (ettrs valeurs dans la proposee^ elle se reduir a 
a cette forme tr6s-simple 

« a 

■ 
Mais la possibilite de la transformation depend de la reality do 
ces valeurs. 

Pour s'assurer de cette possibilite , ii fdUt obsterVer ijne les 
equations {A) {B) (C) testent les uiemes , quand on y change 
XYZ respectivement en X^TZ\ ou tn X''r''^'^.Ces^4^a- 
tions sent done symetriques par rapport aux trpis axes -des 
nouvelles coordonnees j?" j" ^" : par consequent , il doit 
£tre possftble de les decomposer en t<rois 8y$tSmc8 equivalens 
{A) {A*) (u^'^) , dojit chacun ne renfermera que les quantites 
relatives a un de ces axes. Ccs trois sysleaies devantclre encor* 
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on a alors 

■ 

et let quautites 7r» , n « ae trou^nt determinees par !cc 
Equations 

2(^— ^'') »-f- J? (n» — 1 ) + B'mn~,ff^m = o 
2 ( ^ — ^" ) m + JJ' ( OT» ~ 1 ) + 5 jw;^ — j?";i = o. 

Si IHm prend dam la premiere la valeiir Ae m , ^\ est au 
premier degre , et qu'on la substituo daoa la* seoinde , ^e (erme 
affect6 de n^ dispafait de lui-ineme^ et il rcste, pour deter- 
miner 71, une equation du troisieme degre« Cette Equation 
ayant au iBoiaa une racine ifeelie, il en reaulterii au moiHs une 
valeur reelle pour m , et par consequent pour chacune de^ 
quanlitea cos X, cos Y", cos Z : ces valeprs ve^ifieront les 
Equations (5) . et il y aura au moins un des axes cherches qui 
fera reel. 

Supposons que Ton transformeTes cx)ordonnee8 de manidre 
a prendre cet axe pour celui des js , les deux aUltrei axrs H€U[d 
pris, corniue on voudra, dans k plan-perpendjculairt ^ et seu- 
lement de mani^re h faire entr'eux un angle droit : si^pr^ 
avoir cfFectue ces transformations dans I'equation proposee , on 
lui applique ensUiteiea equations (5) , elles devront se trouver 
saljsfaites en faisant cos X=:;o , cos Y^szo , eo&j^fzfa-. Cette 
supposition donnatit B=::0 , JS'=^9 , il s'ensmj (ju^. »^ Tun 
effectuait €ette transformation , h^^ rectangles ^.^ r.^> ^^^ 
nouvelles coordonnees, disparailrc^i/tjut 4*euxr»Beuv?i^., et» I'^va* 

tipn aerait ramenee a cette forme • 

' , .1*, /- ^ « 



,1 '4 



J J,- + ^y + ^ifx' 4- »*^xjr + L= 0-; 



5;n? ■ J 



... ./J 4 4 « / I.. ^ X 

les coefiiciens AA*A^^B*'Liii\nX tous des quanliles reelles; 
Daais, lorf^u'on n'a plus' q*a'une- -e^uiition de 'crtte foimc ^ 
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les quatre equations precedentcs deviendfont 

. MT+PU=o Mr~3fU==:o 

T cos Z + U cos Xz=:o /^cos Z— Ucos F=:o. 

t 

II faut observer que lea quantit^s T, U, F, qui entrent dans 
ces expressions , sont les seules qui contiennent des aocens : en 
les eliminant , on aura: les deux equations sCiiv^ntes I qui ne 
contiendrbnt ^lus qu^ XYZ , 






il/cpsF— iVcos Zr=:ra, Mpos^-^P oos^zro ,: 
qui comportent la suivante ' - ...,./ 

P cos F — iVcos^=:o; 

ou , en d6yeloppant et. mettant pour MNP kura valeurs , 

^ ( ^— ^' ) cos F cos Z 4- j5 ( cos* F— cos' Z )) 

; + Br cos F cos X — 5" cos X'cos Z l"^^ 

■ . , . • < , . . . < 

a ( ^ — ^''') cos X COS Z + B\ cos* X — cos» Z )l _^ . 

+ -S cos X cos F^ jB" eo3 Fcos Z . ., , . j ^ ® ^ ^ 

ft ( A^l^ A' ) cos Fcos X + 5" (cos* F — cos* X)> _ 
.+ fi' cos ^ cos F— . ^ COS X cos Z l^^ 

k quo! il faudra joindre 

r r 

iJ 

... .coa*X.-f-co8* F+cos* Z = I. 

Ces equffticms ^liinintes* ^uffisent poiir determiner cos X , 

. * • 

cos F^'coisZj et, com'me les form ules dont nous sommes 

parlis'^taient ^ymetriques pal" rapport aux trois axes des nou- 

velles ' coordonnces , ori ayra , par rapport a chacun d'eux ^ 

trois Equations semblables jfu^'precedentes, en sortequ'il aufiit 

4e rdsoudre ces dei:uiiere^, * 

your y parvenir, on fera 

1 ^ <:qs 2{;=;;n»<?pj?;Z, ,, cos F ;=;;?, ces .^; '. , .. 
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ce qui suppose 

;B*+j' + j;* = ii». 

Alors les trois premieres equations {5) seraicnt satisfaiCea 
d^elles-meines ^ et il ne resierait qu'a rcinplir les conditions 
relatives a la perpendicularity des trois axes ; alors aussi , de 
quelque manicre qa'on change In direction da coordonndes « en 
\es laissant toutefbis rectangulaires ^ conime les equations (5) 
le supposent , on n'introduirait jamais les rectangles des va- 
riables'; c'est ce qu'il est facile de voir dii^clement par lea 
substitutions. Le cas que nous considerons ici est celui de la 
sphere , et la propriete dont il s'agit a so^ analogue dans le 
cercle, comme on Ta vu preccdemment. 
Si I'on avait ti^plement 

nne des equations (5) serait satisfaile d'elle-memc ^ mais les 
deux aulres ne pourraient pas Tetre, a moins qu*on n'eut 
cos Z := o : il faudrait done alors qu'un des trois axes-, cclui 
des a/* par exempli , fut perpendiculaire il'axe des x j on anrait 
~ cnsuite 

cos' Y + cos' X= 1 , 

c*est-£^-dire -que les angles X , F, sont complement Fun dc* 
I'dulre; ce qui est une suite de la condition prccedente, en 
vertu de laquelle l*axe dont il s'agit est situe dans le plan 
des ±j, Mais J, pour la determinalion dfes autres angles, il faut 
recourir immediatemeAt aux equations (C) , qui^ deviennent , 
dans ce cas , 

vdf cos Z COS Z' -}- -^' ( cos F COS F' -^ cos X cos X )as o» 
^cos Z cosZ" + ^'(cosy" cosF" + cosXcosX")=:o, 
A cos Z' cos ^" + ^^ (cos T cos F" + cos X'cos X" ) c: o. 
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En les combinant avecjes equations (5), elles donnent 

( ' - ^^)cps^cosZ'=: o, 
\a — A^) cos Z cos ^"= p , 
(^ — /^' ) cos Z' cos Z''= o ; 

et, si on n'a pas jiz=iA^^i\ faudra que deux des trois quan- 
tiles cos Z y cos Z', cos Z", solent nulles ; ce qui met deux des 
iiouveauxaxes dans le plan des xy, Comme leur situation .ans 
ce plan reste ind^terminee , il y aura unc infinite de sjst^mes 
de coordonnees rectangulaires qui auront tous le ni^meaxo 
des z , et qui aurontla propri^te de ne point intro'luire lerec^ 
tangle des variables dans Pequation proposee ; aussi verrons- 
nous, par la suite, que la surface representee par cette equation 
est formee par la revolution d'une courbe du second degrt 
autoftr de I'axe des z. 

On arriVcrait a des resultats analogues , si , BB'B" etant 
nuls , on supposait A = A', oil A =2 A'' : ces cas se traitc- 
raient comnie le precedent. 

Si, dans les formules de Particle a6i , on suppose que Ton en 
fait prealablement disparaitre les rectangles des coordonnees, 
.I'equation que nous avons homm'ee (jB) ne pourra ^tre satis- 
faite tju'autant qu'une des quantites AA'A'^ sera nuUe. Cette 
condition, jointe a cc que I'on a deja C ,C^, C^' , nuls, fait 
dispuraitre une des trois variables de I'equation de la surface | 
ct comme cette variable est alors absolumcnt indeterminee , il 
s'ensuit que la surface est^ comme nous Tavons annonc^ , un 
cylindre droit dont les generatrices sent perpendiculaires a la 
base , qui est une ellipse ou une hyperbole , situee dans undes 
plans coordonnes, Le cas de I'hyperbolc coraprenant celui des 
deux ligues droiles , le plan se trouve compris parmi ces cy- 
lindres. 
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Des Surfaces du second ordre rapportees a leurs 

axes. 



262. II resultede cettc diaciusion que toufes les surfioes du 
teoond degre qui ont mi centre , sod( renferffl^es dans Tdqiia— 
tion 

Mx* + MY + ^"^^ + Z = o (r). 

Mais on peat anssi le» retmir avec oelles qui n'ont point de 
centre y dans nne fbrmiile tres-simple. £n effet , si Ton changjc 
dans I'equation generate la direction des coordonnees sans de- 
placer leur origine , et en les laissant toujour^ recfangulaires , 
on pourra disposer des indetermineesdepenJtmlesde cettc direc- " 
lion^de m^miereafaire disparaitre les rectangles^^j^'^xV^jr^, 
des nouyelles variables ; car on aura , pour cela , les mdnies 
conditions que dans les nomeros precedens. Par cette opera- 
tion y la proposee sera ramenee a la forme ^ 

Alors , si l*on franspor^e I'origine des coordonnees Sans changer 
la direction des nouvcaux axes ^ ce qui se fera en supposant 

«' = 5" + a, /=/' + a', a/=:c" + tf/', 

on pourra disposer de» indeterminees a a* a" de maniere a 
faire disparaitre le ferine tout connu ; ce qui donnera 

Md" + J/'a'» + M''«'''+ Ka + K'a} + K^'a!' + F^o (2). 

II cxistera toujoui^ pour a a' a" detf valeurs reelles qui 
salisferont a celte condilion, excepte dans Ic seal cas ou la 
proposee serait elle-meine impossible. Ainsi , en supprimant 
les accens dont nous n'avons plus bcsoin, et faisant , pour plus 
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N. 

de simplicite , 

toules les surfaces da second ordre se trouveront comprises 
dans Inequation 

Mz" + K'j* + M'y^'^ + H;i +. Wy + IT'x = o (3). 

I'origine des coprdonnees etant sur un point de la surface. "" 
L'equation (2) ne del ermine qu'une des coordonnees a al a'' 
'de la nouvelle origine; on peut en consequence disposer des 
deux autres pour rendre nuls deux des coefiiciens HH^H'^ ; 
mais celte reduction n'est applicable qu'a celles des variables 
dont le carre se trouve aussi dans l'equation ; car^ si JS/^ par 
exemple , etail nul, Tindeterminee a disparaitrait de la valeur 
de H , qui se reduirait alors a une quantitc toute connue. 

Celte c'rrconstance nous fournit un moyen tr^s-simple de 
recounaitre dans Tequation (3) les surfaces qui li'ont pas de 
centre ; c^r , cessurfaces ne pouvant se ratnener a la forme de 
Tequation (» ), si on essaie de determiner lesarbitraires a /-/' a" 
de manierea ce que les premieres puissances des trois variables 
disparaissent en rneme temps , quelques-unes dc ces quantit^s 
devront devenir iniinies dans le cas des surfaces depourvues do 
centre : or on aurait, pour determiner , les equations 

2.i»/a + i5:=:o, 2i»/V + JS:' = o, 2M"a"+A7'=o. 

II faudrait done qu'une, au moins, des tro^ quantites MM^M^^ 
fut nuUe , eel le qui lui correspond partni les quantites KK'K'^ 
ne I'etant pas. Ainsi , q,uand nous voudrons considerer dans 
Vequation (3) les surfiices depourvues de centre , nous devroris 
supposcr que cette equation a perdu quelques-uijs des termes 
qui contiennent jles carres des variables ; modidcation analogue 
^ celle qu'offre la parabole dans les Sisctions coniq^ues. 
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a64. L'oquafion generale elant ainsi ramenee, dans tous le* 
cas, a sa forme. la plus simple, examinons plus particuliere-» 
ment la Duture des diverses surfaces qu ellcrepresente , en cam— 
)uen9ant d'abord par celles qui ont un centre, et qui sont pai^ 
consequent comprises dans lA formule 

Mz9 + ilf (y' + M^x"^ + L = o. 

Celle equation , etant resolue par rapport a'une quelconque 
des Irois variables xjs , donnerait pourellc deux valeurg egalcs 
et.de signes contraires. II suitde la que cliacun des plans coor- 
donncs divise ces surfaces en deux portions egales et symetri- 
qui • J ' s traces de la surface sur ces plans se, nomment 
sections principales , et les axes rectangulaires qui delerminent 
• ce systeme de coordonnees s'appellent axes principaux. 

Si nous coupons la surface par des plans paralleles aux plans 
coordonnes , ce qui revient k supposer successivement x^ y^ z f 
constantes , les intersections, qui seront des courbes du second 
degre rapportecs a leurs axes et au centre, dctnrniineront la 
{brtne et le cours de la surface. La n«lare de cesintci\sectionS 
dependra evidemraent des signes des coefiicicns MJI^M^' : orj, 
- en supposant M positif , ce que nous ferons loujours , il peut 

arriver qu'on ait 

Ar et ilf" posilifs , ! 
M'posilifiU/'negatif, 
i»/'negatifM"positif, 
M' et ^/"negatifs. 

Les trois demiers cas donneront toujours deux coefficieds i6 
m^me signe, le troisieme etant de signe different : ils rentre* 
ront par consequent les uns dans les autres, et conduiront mt 
w^mes resultats, en changeant convenablement les variables 
les unes dans les autres.Il suffira par consequent de considerer 
"•eparement lie premier cas et le dernier. 
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a65. MM'M". etanj positifs , si Ton fait supcessif ement 

•f^y clant dcs constantes , les intersections de ces plans ave« 
les surfaces auront pour equations « 

Mis" + AP Y^ -4- A/"tt«+ Z t= o , 
Mz* + M^x^ + M^IS,^ + L = o , 
My + M'^x^ + 3f y» + Z = o. 

Toutes ces intersections seront .alors des ellipses qui auront 
leurs centres sur les axes des xys. Les traces de la surface 
s'obtiendront en faisant « = o,)3=ro,y=so^ et elles auront 
pour equations 

il/s" + M^j' + Z=±:o, 

M'y'' + M^'x"" -+- Z = o* 

Si L est positif , toutes les intersections parallfeles aux plans 
coordonnes seront imaginaires, ainsi que la surface; si L est 
nul, elles se reduiront a un seul point, qui sera I'origine des 
coordonnees ; enfin si L est negatif el egal k — L\ elles seront 
reelles tant que les quantites 

— Z' + il/"«% — Z' 4- M^^\ — Z'+ My\ 

fleront negatiyes ; elles se reduiront chacune a un point, quand 
ces quantites devicndront nulles ^ et deviendront imaginaires , 
ainsi que la surface au-dela de cette limile. Ainsi j dans le cats 
que nous considcrons, la surface est fermee ! la nature de ses 
intersections lui a fait donner le nom ^elUpsoide* 

La construction de cette surface sc deduit aisement des 
considerations precedentes (fig. loo). En cffet , BCy CDyD'Bf 
repr^sentant ses trois sections principaies , la section B^D\ 
faite par un plan B^PD* parallele k celui dit^ j'^, sera une 

21 
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ellipse qui anra sOa centre au point P^ et dont les axes seront 
les ordonnees PB^, PD' menees parce point aiix deux sections 
piincipales situees dans les plans des xs et des xy* Pour chaque 
point 3/' pris sur la droite Plf^ Tordonnee 3/' J/ de I'et- 
lipsc B*iy sera celle de la surface. Nous n'avons represent e 
dans la figure que la portion qui est reafermee dans Tangle 
triedre des coordonnees positives. 

£n faisant ^=ro et z=.o f dans I'equation de cet ellip— 
soide, la valeur de x represente Fabscisse^^C des points od 
I'axe des m rencontre la surface : on trouve ainsi 



C^tte double valeur indique deux poinfs d'intersection sifues 
de part et d'autre , et a des distances egales de Forrgine des 
coordonnees. On trouvera de meme , en faisant sucoessivement 
J zz:o ei xz3:o'j puis j: = o et -2 = o , 



M M' 

Le double de ces valeurs forme ce qu'on appelle les axes de k 
surface : on voil qu'ils ne sent reels , que si L est negatif. 

L'equation de Tellipsoide prend une forme tres-elegante 
lorsqu'on y introduit ces axes. Si Ton represente le premier 
par ^ ^ le sedond par B y le troisieme par C^ on aura 

^>-._^. m— ^ r* —. 

et , en tiraiit de ces rapports les valeurs de MM'M^\ l'equa- 
tion de la surface deviant 
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Ifttvus cette forme , on voit ais^ment que leg secti6ns principales 
Isont cles ellipses dont lesaxes sont A etB ; A ei C , B et C 

Prenons les plans coupans perpendiculaires au plan des «r/^ 
tet passant par z ^ leur equation sera * 

yz=ax, 

ou ^ en prenant pour coordonnee I'angle NACei le rayon AN 
(fig. loi), que nous representerons respeclivement pas ^ etrj 

w=zrco8(p,, J' =zr sin ^, 

Subslituant oes valeurs dans I'equation dc la surface , on aura 
C€tlle de I'intersection rapport^e aux ^oordoniiees r et x ^ qui 
sera 

Mz^ + r' {M^ sin* <f ^ Jkf'cos* <p) + L = o. 

iElle represente des ellipses difTcrentes , suivant les diffdrentes 
ValeUrs <le (p : si il/'= jW, les axes JB el C deviennent egaux^ 
I'ianglc ^ disparait j et Ton a simplement 

Mz'' + M'r^ + Z = 0. 

Routes les sections faites dans la surface par de^ planft mencs 
par I'iixe des ^, sont done alors egales entr'elles et aux deux pre- 
mieres seclions principales : la troisieme devient unc circonfd- 
r^nc-e de cercle , et il en est de m^me de toutes les intersections 
paralleles au plan des xj : la surface est done alors formee par 
la revolution de 1' ellipse BC ou BO autour de I'axe des s. 
On voit , par ce proccde , qu'en general , pour qu'une sUrfacei 
fcoit de revolution autoar de I'axe des z , i\ faut que xeXj 
enttent dans son equation , de mani^re que z tHj soit fonctioh 
que de r ou de JC* + J"*. ' *. 

La supposition de MzzzM^ <?u deilf = AZ^' donnerait de^ 
lellipsoides de revolution autour des autres axes. Eufln , si 
At = ikf ' = M'', les trois axes Aj B^Csont egaux j l*6quatioill 



/ 
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de la surface devient 

EUe est alors de revolution par raj>port aux frois axes : on 
reconnait aiscment la sphere k celtc propriete. 

G^neralcment , k mesiire que Ics quantit^s M3PM'! dimi^ 
nuent, L restant le meme^ les axes qui leur correspondenl 
augmenfent, et rellipsoide s'cilend davantage (lig. loo). Enfin, 
si une d'elles, ylfparexemple, devient nuUe, les deuxautres 
restant finies et positives , I'axc u4C devient infini : alors Pel- 
lipso'ide se change en un cylindre dont i'axe se confond avec 
celui des a; ^ et dont I'^quation est 

La base de ce cylindre est relljpse BD situ^e dan* le pl.Jii 
de sy^ et la coordonnee x devient arbitraire ; c'e^t pourquoi 
elle disparait de Fequation de la surface. 

On voit de nouveau , par cet exemple , qu'en g^ndral une 
Equation qui ne renfejmie que deux des trois yariajiles x^y, x, 
represente un cylindre lorsqu'elle est prise dans toute sa gene- 
ralite. C'est ainsi que I'equation d'un plan perpendiculaire a un 
des plans coordonnes se reduit k Tequation de sa trace sur ce 

plan. 

Si aux suppositions precedentes on ajbute que M = M'^ 
I'ellipse jB2? devient une circonference de cercle ; et Ton a alors 
le cylindre droit k base circulaire , tel qu'on le consid^re dans 
les ek'mens dc g'omctrie. 

Enfin , si M' est nul , I'equation se rdduit k 



«3 qui donne 



Mz^ + L=:o, 



==./. 
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elle repr6sente alors deiix psiralUles au plan des xy et situc&de 

part et d'autre de ce plan , a la distance AB* 

266. Considerons mainlenant le cas ou M et M^* sont 

negatifs , J/elant posilif. Dans ce cas jUequalionde la surface 
est 

3i5* — MY — ]\r'x^ + Z = o ; 

et Ics intersections paralldles aux plans coordonnes ont pouv 

equations 

il/s* — iV>* -^•MIU^ + Z =: o ^ 
^Is^ — jV/'V — i^'/3' + Z ==: o,. 
M'y^ + M'^x^ ^My^—L:=z o. 

Les deux premieres sant des hyperboles , les dernieres sont. 
des ellipses : on^a alors pour les traces de la surface 

Ma' — My* + Z = o, il/s* — M'^x' + Z =r >o , . 

My + Mf'x^ -^£ = 0. 

Les intersections paralleles aux plans des xz et des j^ sont 
toujours reelles*: il n'en est pas de tuSme des intersections 
paralleles au plan des a:f ; eiles ne peuvent etre toujours 
reelles que lorsque Z est une quanlite positive : si Z est 
negatif et egal a Z^ elles seront imaginaires pour tautes les 
valeurs de y, qui rendront la quantite Z' - — My^ posilive j 
quand celle quantite sera nuUe, elles se i^dairorita iin point, 
et au-dela clles seront toujours reelle*. Ainsi , dans ces deux 
cas , la surface sMtend indeliniment dans tous les sens ^ mais 
sa forme n'est pas la meme. 

Lorsque Z 'est positif ( 6g. 103 ), les deux sections prin- 
cipales , qui sont des hyperboles , ont pour second axe Paxe 
des z : elles sont done placees comme Ic represenle la ii- 
gure 102 : alors tous les plans paralleles a celui des xy ren- 
eontrent la surf-cj suivant des ellipses^ 
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En cherchant , comme dans Tarticle ^65 , lea inlcrscctioii« 
de cette surface par Ics Jignes de» xjz^ on t^ouvera les trojs 
axes , dont les deux premiers seront reels , ct Je troisien^e inaagi- 

naire : si on les rcpresente respectivement par u4,ByCi^ "^^ >. 
el qu'on introduise ces yaleurs dans Fequation de ia surface ^ 
elie prend la forme suivante 

Lorsque L est negaiif au coniraire , les hyperboles resul- 
lanles dcs sections pxincipales ont pour premier axeTaxe 
des X ; elles sont done plac^es comme le rcpresente la fig. io3 : 
alors la surface est imaginaire entre B et B^ ; par consequent,^ 
les plans paralldles au plan des xy ne la rencontrent point dans 
cet intervalle ^ au-deli duquel ils donnent constamment dea 
ellipse*. 

Dans ce cas , si Ton cherche les trois axes de la 8urfec«\ 
relativeme,nt aux xys , 09 trouvera le dernier reel , el les deux 
autres imaginaires. En les representant respectivement par 

^iXZTT., B yZ-r- 1, et C Tequation de la surface de-. 

On voit maintenant en quoi different ces deux surfaces q[ue. 
Vonnomme hyperholdides. 

Lorsque M'=M^\ ona 4 = J5; elles deviennent toufx^a 
d^ux de revolution autour de I'axe des s. 

Si M" devient nul, Z nc Telant pas,, AC deviepit infini^ 
•^trequation se reduit a 

Mz^'-M^y^ + L:=^o. 

Elle rftpresente alors un cylindre perpendiculaire au plan 
4e9 ^, et doAt la base o.u la section par ce pla^ est une byperr. 
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hole. La situation de cette base , et par consequent celle dir 
cylindre , depend du signe de Z. ^ 

A mesure queZr positif ou negatif diminue, Pihtervalle BB^ 
(fig. io3) et I'ellipse ODD* ( fig. 102) se resserrent; enfin , 
quand L est nul , les points B et B^ sc donfondent , et I'ellipse 
CJDD' se reduit a un point qui est I'origine m^me d^s coor- 
donnees.Xes hyperboles donnees par les plans des^xz et des j« 
deviennent des droitcs , et les hyperboloides np reduisent tous 
deux k un cone qui ressemble au cAne droit des elemens 
de geometrie , a cela pres que sa base eSt une ellipse 5 
son centre esla I'origine* des coordonnees : dans ce cas , on a 
I'equation 

/ 

Les sections de la surface pan des plans paralleles aufx plans 

des xz ou des yg , sont encore des hyperboles qui ont leur 

Centre sur Paxe des^ou sur Faxe des a:, Qn pourrait done 

concevoir encore ce c6ne corbme ayant pour, base une hyper** 

bole situee dans un plan parall^le k un des deux precedens ; et 

alors il serait engendre par le niouvement d'une ligne droite 

assujettie a passer toujours par I'origine des coordonnees^ et 

par des points different de cette hyperbole, Si,iT/'^ est nul , ce 

cdne-se rMuit k deux plans passant par I'origine des coordori- 

nees , et perpendiculaires au plan des j^^. 

On peut encore s'assurer que la surface preoedente €*t 

conique , en uienant les. plans coupans par I'axe des a : alors 

ils auront pour equation 



ce qui donne 



y^zzx tang <p y 



xnz r cos ^ , J 2=2 r sin ^. 



,y 



Ces valeurs, sub&tituees dans Tequation des hyperboloiJes , 
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donneront pour Fcqualion de I'iulerseclion 

Mz^ — r* ( M' sin'. <p + 3f^' cos> ) + £ = o , 

qui appartient en general k l*h3'^perbole , maig qui , dans le ost» 
ou L =0 y represente deux lignes di;oites menees par Porigine ^ 
ce qui est le paractere des surfaces coniques, puisqu'elles sont 
engcndrees par le mo u vein en t d'une droite assujettie a toucher 
toujours une courbe donn^c, et a passer loujours par un rneixie 
poinf . Ici les droites correspondantes a im ui^me plan coupaxit 
font des angles egaux avec VaXQ des z ; ce qui tient a ce que 
Vaxe du cone passe par le centre de Tellipse qui lui sert do 
base^ et est perpendiculaire au plan qui la contient. 

Tant que ]\f^ et M^' sont differenles Tune de I'autre , lea 
droites donnecs par I'cquation 

Ms"" — r* ( M'ain* (p + M" cos* <p ) = o, 

^ < 

font des angles differens avec l*axe des z. saivant les valeura 
de tp : mais , lorsque M* =^ J/'' , on a 

>/z' — r'M'z=o; 

I'angle ^ disparait , et toutes les generatrices font des angles 
c^gaux avec Taxe des z : ainsi , dans cc cas , la surface devient 
un cone droit a base circulaire, 

267. Le cone que nous yenons de . considdrer est , par rap- 
poii-t aux hypeiboloides , ce que sont les asymptotes de riiyper- 
bole par rapport a cctte courbe. En effet , si Ton represent^ 
par^, z! , les coordonnees respective^ de ces deux surfaces 
pour les memes valeurs de cp. et dejr^ on aura 
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#e qui dopne 
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^/(5 + V; 
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JLa difference entre ces ordonnees supposdes de mSme signe 
aera positire ou negative, suivant le signe de L : par conse- 
quent ^ le c6ne sera interieur k Thyperboloide , si L est positif ; 
cxterieur , si L est n^gatif. Cette difference sera d'autant plus 
petite, que les valeurs des coordonnees s'^ seront plus grandes ; 
ainsi le cdne approchera toujours de plus en plus de chacun 
des hyperboloides , sans pouvoir jamais les atteindre. 

268. Les hyperboloides ont encore plusieurs proprietes re- 
marquables qui les rapprochent des surfaces coniques. Si I'on 
considere les hyperboles ^ 

qui sont donnees paries plans coupans perpend Icul aires al'axe 
des X , on voit qu'en supposant i/ positif, elles auront leur 
second axe paralleleaux z , tant que 

V 

I 

sera tuie quantite positive ; elles se reduiront a des lignes 
droites , quand. cette quantite sera nulle , ce qui amvera a 
I'extremite de I'axe^^C (fig. 102), ct elles auront ens uite 
leur premier axe paralleie a celui des -»(fig. io3). On pent 
suivre la meme marche sur les hyperboles paralleles aux plans 
desxz, eton trouveraegalement que le plan mene a Fextrc- 
raite de I'axe ^Z> , perpendiculairement a I'axe des j, ren- 
contre aussi la surface suivant deux lignes droites. Ceci est un 
cas particulier d'une propriete plus generale que i^ous dev©- 
lopperons par la suite. 

269. Reprenons niainfenaiil Teqiuation generale 
Mz"" + My\ + jMI^x' + ^2 + Hy + H'*x = (2) 
Four en deduire les surfaces depourvues de centre, il faudm 



/ 
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supposer qael^u^un des Irois ooefuciens 3/, 3/^, Af^, cgjal 
iL zero : ces coefficiens ne peuvent cependant pas^^tre to^iA 
sapposes nub a-la-fois, car alors la surface ne ser<iil plus qu'un 
plan. U y aura done en tout deux cas a examiner , suivanC 
qu'uye 3cule pu deux d'entre- lea quantites MAfM'* seront: 
nulles. Nous alloaa discuter ces deux cas , en supposant que 1« 
terme Ms^ reste dans I'equation , le coeflicient M etant positif • 
II suffira de changer convenablement les variables xjx les 
unes dans les autres , pour en dcduire les resultaf s qui auraient 
lieu , si M etait egal a zero. 

Supposons d'abord AF' nul , ilf ne I'etant point : alors , 
d'apres ce qui a etc dit dans I'article a63 , on pourra transpor- 
ter les coordonnees parallelement a elles-memes , de maniere 
^ rendre H et H' nuls. L'equation sera done redoite a la forma 

Mz" + J/'j» + Jf"^ = o. 

lies sections paraileles aux plans des yz , des xs et des xy , 

teront 

Mz^ + My* + J5"« = o , 

Mz- + N"x + il/'6* = o , 

M'f^ Wx + My = o. 

Les deux dernieres, qui representent des paraboles, seroi^t 
toujours reelles , les autres seront des ellipses ou des hyper- 
boles , selon que M et NP seront de m6me signe ou de signe 
contraire. Les sections principales de la surface auront pour 
Equations 

Ms'' + M>' = o , Mz" + Wx =z o , Mty + H^^ximo y 

et , suivant le signe de M\ la premiere se reduira a un point , 
ou representera deux Ugnes dix>ites. 

Supposons d'abord M* positif , ain'si que M, Les sections 
paralldles au plan desj^;? ne seront reelles qu'autant que J?" 



/ 



DU SECOND ORDRE, S3i 

» 

et « seroat de signe coutraire. La surface ne s'etendr^ done 
que d'un seul c6te du plan des/i; ; savoir » du c6te potidf ^ 
si'H'^ estnegalif ; de I'autre , s'il est posilif : cette derniere 
disposition est representee dans la figure 104; on y reconnait 
aisement Fellipsoiide de la figure 100 , d0irt deuic sections prin-* 
cipales sont devenues des paraboles, 

Prenons raaintenant J\P.. negatif , r6quation de la surface 
dcvient 

Ms^ — MY '+ S"x = o , 

et les sections principales seront 

Celles qui sont paraboliques auront leurs branches cUrigees 
en sens contraire , et lear somraet a I'origine des coordonnees 
(lig. iq5). En general , les sections paralleles au plan des j^x 
seront des hyperboles BB'B"y CC^C", qui auront leur centre 
dans Taxe des x ; mais d'un c6te de ce plan , elles auront leiir 
premier axe S^ parallAle anx jar , et de Fautre , elles auront le 
premier axe Cc paralldl^ aux y, Ces directions differentes se 
reunissent dans le plan des yjf , ou les sections hyperboliqmes 
se reduisent a deqx lignes dvoite&jiL.y ^I/, comme le repre- 
sente la figure io5 ^ ou ji'on a suppose H" positif. En general ^ 
il est aise de voir que le signe de If^ n'influe point sur la form« 
de la surface ^ mais seulement sur s^a position par rappoii: aux 
plans coordonnes. II est remarquable que les hyperboles re-. 
prdsentees par les Equation's 

et qui sont par consEgnent les projections sur le plan des^«; 
des' intersections paralleles k ce plan y ont pour asymptotes le%' 
it^nesdroites j4JL y jiL\ dimt Tequation est 
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et f(ui sont les interseclions da plan des yz avec la BurFace. 
Ainsi les plana menes par ces droites et par I'axe des a: com— 
prendront toute la surface dans les angles diedres qu'ils form en t 
dc part ct d'autre du plan des xy, et ils s'on approcheront sans 
cesse sans pou^oir Tatteindre. Les surfaces que nous venons de 
discuter se nomment paraholo'ides , 

270. II nous restc' maintenant k examiner le cas ou A£' et JH^' 
seraient nuls a-la-fois \ alors I'equation (2) devient 

iWis'4-Hi5+/0^-f //"xiro (4). 

On peut , par le siipple deplacenient de I'origine ^ ne faire 

disparaitre que le terme Hz , ce qui ram^ne I'equation k cette 

forme 

ilf J5=* + ^'y + ^"x ::^ Q. 

Les traces de la surface sur les plans des ys , des xs et ikes xjy 

Mz'+Hy=zo, Jlf 5^ + Jy"x = , ffy+H''x = o', 
les fiectioDs paralleles a ces plans seront en general 

Lee deux prenaieies representent des paraboles egales et paral- 
Ides aux sections principales qui leur correspondent : leurs 
sommels^ situes daus le plan des xy, sout places sur'laligne 
drolte 

V I. 

suivant laquelle le plan des xy rencontre la surface* Onvoit ,d« 
plus, que les scclions^paralleles au plan des xy sont desllgnes 



\ 
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droifes paralleles entr'elels , et a la trace dc la surface sur ce 
ni^nie plan. II est aise de recotinaitre a ces caracteres qu^ la sur- 
face dont il s'agit est un cylindre paraboliq ue dont les generatrices 
sont paralleles au plan des xy^ les projections de ces generatrices 
sur ce plan faisant avec Taxe des x un angle qui a pour tangente 

trigofipraetrique — -zf • 

D'apres ce que nous avons dit sur la nature des surfaces 
cylindriques , il est clair que , si nous Iransformons les coor- 
donnees de roaniere a prendre un des axes paralleles aux gene- 
ratrices , une des trois variables ^,/» -s , disparailra d'ellfc- 
meme. Pour ccla , il f yjdra conserver Faxe des r , et changer 
seuleinent ceux des x el :5' s j^ , a I'aide des formules 

X'=r x^ cos u, — y sin a , 
r = x' sin « -|- /' cos a. 

En effet , en substituant ces valeurs dans Inequation d© la sur- 
face , elle devient 

Mz^+{H'cosct'-'H"sina)yf+(^H[8ina+ir'cos tf>x'=o. 

La variable x disparaitra en faisant 

W sin « + ^" cos «t = o ; 
ce qui donne 

tang«=:— — ,— ; 

ct le nouvel axe des x devient parallel^ a la droite qui a pour 

equation 

Wy-^-Wx^o^ 

laqueile est une des generatrices de la surface. 
271. En coupant les surfaces du second degre par des plans 
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dxrersenient indines y les intersections sont des csourbes iA 
second ordre ; on pent aisement reoonnaitre leur nature , eA 
les rapporlant a des ooordonnees prises dans le plan (soupant 
lui-mdme. 

Pour cek ^ reprenons les formules gencrales 

qui scnrent a la transformation des ooordonnees. Si J 'on sub^ 
titue ces valeurs dans Fequation d'une surface, cetfe surface 
se trouvera rapportee aux x^y^si\ et , pour trouver son inter- 
section par un plan donn^, il suffira de combiner son eqaation 
avec celle de ce plan* Or^ si les ooordonnees x'/' sont prises 
dans le plan coupant lui-m^me > la troisi^me coordonnee J 
Ini sera perpendiculaire , et I'equation du plan sera 2' = o« ' 
Ainsi , pour trouver I'equation de son iotersection avec la i 
surface , il sufEra de faire z^ nul dans cette derniere y apres ' 
I'avoir transform^e. 1 

On y oe qui revient au m6me , il sufBra d'y substituer poor 
xyz 1^ valeurs soivantes I 

a: = mar' + to'/, y^nsf '\'ny^ s=ipa^ -^ p'yf , ^ 

que Ton obtient en supposant jst' nul. 

II ne reste plus qu'a determiner les coefficiens mm*^ nnf, pp*^ 

d'apr^s la position des axes dans le plan co if pant. Pour plus de 

simplicite , nous supposerons que les x sont complees sur la 

ligne ^JC' (fig. 106), qui represente la trace de ce plan sur 

ceitti des xy^et nous prendrons pour axe d^s ^' une droite ^ i^^ 

menee dans ce- plan perpcndiculairement a ceKe trace : a]or9> 

si nous commen9ons par considerer les points situes-sur 

Taxe j4X\ pour lequeiy est nul, les valeurs de xy;: deviefl* 

dront 

«s=m*', jr=:nx', Mzs:px\' 



y 
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Ij'axe AXJ etant situe dans le plan dcs/;r,si Ton noaime ^ 
I'angle C AX. , on aura paur les points situes sur cet axe 

tT = x' cos ^, ^=:j:'8in^i ;Sf=:o, 

et par consequent ' 

m r= cos ^ ^ 7» s=: sin ^ ^ p =::o, 

r 

Relativement a I'axe des j', on aura j;' = o ; ce^qui donn^ 

» 

Suit ili un quelconq^e des points qui y sont situes. Si Ton 
mene MM* , M^P\ respectivement paralleles aux axes de^.a: 
et des J, il/lf' sera ^, P'Jf, — y ; AP\ x , et AM , f ; 
rcingle MAM* sera ceiui que fail le plan donne aveccelui 
de.s xy : en le nommant ^ , on auiift 

z = j' sin ^ , AM'^^ny' cos ^ , 

j^ = ^^ AM^ cos ^ = — y' cos fi cos 9 , 
X zzn AM* sin cp z:^yt cos d sin ^ ; 

ce qui donne 

m* = cos sin ^, 71' i=s *— cos cos ^y F^ ^^^ s^Q ' > 

et„ ,en reunissant ces deux valeurs , on en tire 

ar = jf' cos (f ^y^ cos 6 sin ^ , 
^ rz a;' sin <f -^/' cos fi cos ^^ jS =y' sin 'd. 

Ces forniules serviront k rappofter le^ points d'unplan h. des 
axes rectangulaires qui yseront situes. 

272. Jusqu'ici nous n'avoqs change que la direction des axes : 
si I'on voulait aussi deplacer I'origine , il suflirait d'ajoutct aux 
expressions precedentes les coordonnees a, , b , c , cle I'origine 
nouvelle (, n°. 82 ). On aura ainsi pour xjs ces valeUrs 
ccnerales 
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s ^ c -|- jr* sin # , 

d2iis lesquclles a^b^c rpprcscnlent les cooFdoimces d^im potnC 
quelconqae pris dans le plan cnupcnt. Ce plan ee troav^ avssi 
determine par trois csoDditioos, depanrr par oe plan , de iairv 
avec le plan des x r on angle i , et de cooper ce meme plan si 
▼ant nne ligne drciie qai fasse on angle f arec Faxe des 

373* En sufastiluant ces raleois dans reqoaiion 



qni com p ic n d tontes Ics suria oes dn second cnrdre , on aura 
Feqoation de I'intenectioii qni sera do second d^^ en a/ j^, 
et on ponrra determiner sa nature d'apres les metliodes que 
noos avons donnto. 

On ponrra m^me disposer des indeterminees , d'ou depend 
la position da plan oonpant 3 ponr obtenir les direrses interseo 
lions qui seront cx>mpatibles*aYec la nature de la surface .- si , 
par exemple , on demande que Fintersection soit une ciroon- 
ferenced^ oercle , il sufBra, pour oela*, que les ooefficiens de 
y* et y * soient egaux et de m^me signe , celoi des x^ etant 
nnl ; et Fon rerra aisement que ses conditions donnent les deux 
^nations suivantes 

J*/sin'l+ilf^co8'lcos*^+ili^'cos*lsin*^— j^Tsin*^— Jf'oos*^=o (2), 

sin ip cos f cos = (3), 

qui doivent senrir a^Leierminer les angles ^et^m 

La seconde est satisfaite en suppo^ant cos 1=0; ce qui 
donne sin I ^: 1 : cette valeur , substituee dans la premiere , 
donne 

M — AT sin* ^ — il/" cos* ^ == o J- 
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^'ou I'on lire 



fan 



2 Tf> =.^±2 1 / — r r 



Abrsle plan coupanl lest pferpendiculaire au plan des xy : cctl# 
Vaieur de tang f n'est r^elle qu'autant que la quantite 



M— Mf 



<Bt positive. Ajrisi > datis ce oas seilleili^nt , la suppo^itioil 
xsos ^ r=o est admissible s oela n'a pas Wen, par exemple , quand 
i^f' .== iW^'. Alors , eh effet > la surface eist de revolution autoui? 
d'un axe parallele k I'axe des i y comme on peut ais^ent l6 
Voir en transportant lea coordonn^es x et y paralklement k 
lelles-m^mes > et il devient impossible de la couper auivant uit 
cercle par un plan parall^Ie a cet axe ^ k moins qu'on n'ait aussi 
JUizsz M^ == ili^' y ce qui est le cas de la sphere. • 

I^'equatjon (3) est encore satisfaile ^ en faisant 

sin i^ cr o oil cos ^ ±=: 0. 

iLa premi^te supposition donne le plan coupantperpendiculair* 
iau plan des yz ; la seconde le rend perpendiculaire k celui 
des xz. Dans le premier cas ^ I'on aura 



(iaos le second > 






Cha<iunb de ces Valeiit's de ^ ne seri adniissible ^uVuldnt qui 
Us qtfantites qui s'y Ijrouvent affect^es du signe radical seront 
^BitiveB'. Or , il est aise de voir qu'cn prenant Jkf poaitif > c4. 
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qui est toujours permis | lea trois quantit^s 

JUt peuvent pas ^trc negatives en m^nie temps , d'oik il suit qu'une. 
au moins Jes fiiuppositions precedentes sera possible: or« chacune 
d'elles donne deux valeurs de tang 4 ou de tang ^, et par conse— 
quent il en resulte , dans chaque cas , deux positions du plan 
coupant qui donnent des circonferences du cerde. 
. II suit de U^ 1^. qu'eii general, par ohi^que point d'une sur-» 
fikce du second degre on peut toajoUra faite passer deux plans 
qui lf| coupent suivant un^ circoq£6rence df cerole. 

3^. Lorsqtt« Ton fait dtftpiraitFe de T^quation dc la surface 
les rectangles des coordwin^s , les plans coupans qui donnent 
des-cercles sont p«rp6ndic«laires it Fun des plans coordonnes. 

3®. Comnie les conditions precedentes ne determinent que 
les angles ^ et ^ y et non pas les coordonnees a^ 6 , c , il existe 
pour chaque surface une infinite de plans qui donnent des 
cercles , et ils spnt tous parallelfs .entr'ei^x* Quant aux indeter* 
niinees a,by c.jOn pent en disposer pour que I'origine desir'^'. 
se trouvre an centre mdme du cercle sxtivant lequel la surfitce 
est couple : cette condition ,' qui rend les coefficiens de j:'* et 
dey nulsy donne, entre a ^ b ^ c j deux Equations lineaires ; 
d'ou il suit que , pour ehaque< surface y les centres de tous ces 
cercles sont situes sur une meme fignc droits* 

a et ^ etant supposes determines par ces deux Equations , 
c jresle encore arbUraire ^ m<\is , pour que Ics cercles dont' it 
Skagit sojent reels , il faiit que le 'dernier terme de I'eq nation 
transforniee en x'* et f*"* soit de signe contraire aux deux 
autres. Cettc condition , qui limite, les valeurs de c , pourra . 
toujours ^tre remplie pour chaque surface ^ exqepte dans les 
ppints ou ellt nQ s'etend pi|s. II suit de la qi^e toute .surface du. 
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s^coQcl degr^ peut etre engendree par le mouvement d'un 
cerclc loujours paralleie a lui-iueme , et variable de rayon. 

En appliquant .ces resultatji au cone elliptique > on pourra 
le couper suivant une circonference de cercle; ce qui donnt ra I« 
c6ne oblique qiie Ton considere relativement k son volume dans 
les Elemens de Geometrie 9 et dont nous aurions pu , quoique 
avec moins de simplicite , deduire toates les coarbes du second 
ordre. Une dcs sections circulaires elant regardee comn^ T>a«^ 
de «eile surf<jce , Faulre se nomine section sousconlraire, H 
est aise de voir , par ce qui precede , que , si le cone est droit y 
la section souscontraire se confond avec la V.se. 

On trouverait dc mcme quelles sont les surfaces du second 
degre qui peuvent eJre eoupecs suivant des lignes droites ,.et les 
cleves pourront s'exercer a celte recherche. 

Des Plans tangens aux Surfaces du secopd 

ordre* 

• 

• • a^$» Far nh point quelconqile prissiir une surface courbe^ 
on peut inener une infinite de droites qui ne la r^contrcnt' 
quen ce point. L^ensembie de ces droites forrt:ie,-OBmme on 1^ 
verra tout-a-l'heure, une surface plane que Von nommeplatf 
tangent y et qui est, par rapport aux surfiace*, vce que sont le/^ 
fangentes par rapport aux lignes. 

♦ ChfcTchons ^equation dt^ plan tangent relativement aux sur- 
feces da second ordr^ : pour cela, reprenons celle de ces sur- 
faces, (jui est ' ' 

Az + A'f:. + ^ V -li- a + Cy- + f'-T + Z = o ■ ( I ) r 

En supposRnt qu'oin dt fait dispar'aibc les rectangles des coor- 
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donnces : soient a;"y ^" les coordonn^es du point detangenc^^V 
on aura 

Lea equations d'une droite menee par ce point , tuirant tin* 

direction quelconque, seront 

« 

a et ^ represehtant Ics tangentes trigonom^triques des angles 
que sea projections forment avec I'axe des z. Dans les points ou 
cett8 droite rencontre la surface , ses Equations subsistent en 
m^me-temps que tes deux prebedentes. Or^ en retrancbant 
ces derni^res Tune de Fautre ^ on a 

+ c(«— V) + c (r—y") + c" (a?-*") =0. 

Mettant poury — j"etj? — x" leurs valeurs donnees par 
Tcquation de la droite , on aura , relativement aux points d'in* 
tersection y 

l{i<(»+»'0+^'^(r+r'0+^'*«(*+^'0+^+c'*+c''a}(«--*'o«=o. 

Cette equation est satisfaite , quand s = js" ; ce qui donne 
y = 1/" et jp=: a/', parce que 1« point dont les coordonnees 
•ont x^'y" z" est sur la droite. Supprimant le facteur, il vient 

Cette equation appartient au second point dans lequel la droite , 
consideree comme secante , rencontre la surface. Si elle est 
tangente, ce second point doit se confondre avecle premier, 
et 8CS coorJonnees doivent ^re les m^mes. ^'equation prece- 
deute doit done alors .6tTe satisfaite , qUaiid'On f^t 

xr^x*^, y=y^f z^zl'-^ 
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ce qui donne 

zM^' + aui^i^y^+sA^'axf+C+Cb + C^a^o (4). 

C'e^t la condition n^cessaire pour qu'une droite soit tangente 
k une surface du second ordre. Conoime elle ne suffit pas pour 
determiner les deux quantites a et 3 « une d^entre elles reste 
arbitraire , et il existe pour chaqiie point une infinite de droites 
qui jouissent de cette propriete. 

Si on elimine a et ^ au moyen de leurs yaleurs prises dan$ 
les equiitions de la droite, le r^suhat exprimera toujours une 
propriete commune aux droites qui touchent la surface dans le 
point donne ; mais il ne renfermera rien qui soit particulier ^ 
' aucune d'elles , il appartiendra par consequent a la surface 
qu'elles forment , laquelle aura pour Equation 

(2 M" + C )( ^ — *")+( a ^y* + C)if — /' ) 
+ {tiA"x" + C"){x — x")=o. 

Cette equation etant lineaire en x ^ f , z , le lieu de toutes les 
fcangentes est un plan qui* est iui'indme tangent a* la surface 

» 

pix>p08ee. 

En develc^pant cette expression , et faisant usage de T^qua-* 
tion (2) , on peut la mettre sous la forme la plus simple 

+ Cz"+ Cy"+C'a;" + %L=zo (5). 

' '. • 

Pour Ites suTfaces qui ont un centre, C^C et C sent nuls^ 
lorsque Porigine des coordonnees est placee k ce point, I'equa-^ 
tion du plan tangent devient ulord « 

^5"-+ jy/' + ^!xx'* + Z =± o. 

275. Une droite menee par Ife point de tangence , perpend^- 
f ulaixen^ent au point tangent ,,se nomme une nocmale^D'aprdft. 
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la premiere condllion , scs equations seront dela forme 

)?our que la secojade soit remph'e , il faut (n°. 64) qu'on ait 



ce qui determine a* et b\ II nc reste plus qu'a substituer 
valcurs dnns les equations de la norniale. Si la s4irfac(' propose 
est do revolution par rapport a un des a^es, par exemple ^ 



x'' 



X- ' 



celui dfes J, on a AzrzA'^ ; et la valeur de a', qui devient — - 

donne 

xz" — zjir" = o , 

pour la projection de la normale sur le plan des cr-9 : celte pro-* 
jeclion passant par I'originodes coordonno.es ^ il sVnsuit que la 
normale rencontre I'axe desj. Cctte propriete est genci ale ; et, 
lorsqu'unc surface est de r&^'olution aulour d'un axe^ toutes- 
^es normales rencontrent cet axe. 

. 276, Enmeltan^ dan^ Tequatiou du plan tangent > pour 
x*^ y" s" les coordonnees du point de tangence, il sera racii& 
^nsuite de oonstruire ce plan. On pent aisement faire I'applica- 
tion de ces resultats aux. diverses surfaoes du second ordre qii6 
nous avons discutees , et i'on en verra naitre plusieurs pro* 
prietes remarquables. Prenons pour exemple Thy perboioido 
que nous avons discirtc dans i'articie aG^.'L'equation de tetta 
surface est 

cell© du plan langont sera 

^^ -'•' — A'xy — A^'xx'f + X = o , 

el I'on aura pour le point de tangence 

A<^''^ — jy —A'^x''^ + jL =0, 
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Pbtrr Ifotiver les joints ^ommuTlft au plan laBgent el a la sur- 
face, ilfaiit combiner les trois equations preccderifesde mihiei'C 
k en dliminer x,f on z ; car , dans ces poinfs , elles subsisient 
en in^me-tehips. Or, si on' relrantslle^e double de la seconde 
de la sbmme dcs drux' aotreB , oh trouVe 

^ {s— g"y —^> (v — y"y — ^" {a: — x"Y'=o (^A). 

La troisieme , rclrancheg de .la seconcl^^ clonne 

Js!>.{z —fi" ) — A'f {y -a.'-') — ,^"J;" (« — *")=»<>.> 
d'ou Von tire ' ' 

- „ ., _ U'f (y -/' ) - ^"^" (* - ^")V 

Substituant oette valeur dfUM I'equation (^), it vicsnt 

{A'y (r— /') — A"x« (X — x^ny '— aa's"' (j-—/' )* 

Cer^siiHat ,x(ui nc conti«nt que x oifj apparlierit aux p^iVtfs 
communs au plan tangent et a la surface ; c^est I'equation^db 
leu)r projectbn i^Hr }t pla»-d^8 a:j\ £(le est fc^t^tkirs skti^Cdiihe , 
quandj; = a.", et r = r^' ; mais elle est, de plus^ deoon>po- 
sable en facteurs du premier degrc ; car^ si Foii fait 

les variables x et j dispat-aisse^t/ ci I'on a pour determiner a 
I'equation du second degr^ 



•*> / *"' ^ 



•C ' • ^ 

ce qui donne pour chaque point de la surface dsux valeurs de a. 
Lorsqu'ellcs seront reelles, les points commu ns au plan tangeat 
^ sJltiypferboIoiJe auront pour pTojection deailignestlroiles. 



( ' 



^44 DES, SURFACES, 

•ur le plan i,es ^j"j ct ^ cctmoie xl& sont d'ailleins. aituia aur •• 
plan 9 ils formeront aussi deigc droites dans IVspace. X«ears 
projections sur \ea aqt^es plans ouorclpnnes, a'cbtiendront cq 
eliininant^ on x dePe^uatioa du plan tangent ^ au ipoyen d^ 
celle de la projection d^ja troi^vee y. ce qui i^yient i coqpil>ineip 
ensemble Ics equations 

. II s*agit maintenant de savoir si les valeura de a'seront toa- 
purs reelles. Or , en deyeloppant Tequation qui deteruMne cettf 
quantite, elle devient 

ou 9 en fkisant usage de la relation qui* existe entre Ics coor- 
' do^nees 4u.poii^t.do tangen,9e, ... ^ , . 

.^'(.i' V— i>/»*— ? A'j4Y^J^n^ji'f (^y *— L) = o^ 

La qu^ntitd affect^e du sigoe radi^cal^ dans la valeur dip -a ^ / 

f er a .,.!,. 

pu , en d^veloppant , ' • , / 

qui se reduit enfin a ^^ - ;^ 

. . . AA'A"L)i*^\ ■ ' •' 






I 



Les trois quantit«s AA^ A*^ etanl positives , a ne pout (Hr^ 
ireeljie qu'autant que Z sem aussi positive i.paccouwi^utJiil;^ 
Vhypcrboloide a une nappe dont I'cquation est 

' Az"^ — A'f -^A^^x" + Z = o ; 



I - .1 < 1 



T 
J(A^jV^ et Z. ^tant posilii^ea, est louche par ses.pjj^s tai|j;o](if. 
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juivs^nt deii^ lignes droltes; etil e&t le aeul hyperBolo'ide du 
second ordre qui jouisse de celte propriete. Cette propriejt 
ii'in£rme pas la definition du plan tangent donnec dans I'art, 374; 
^ar 11 existe encore , pour chaque point de tangence , une infi-p 
pitp d'autres lignos droites qui c^'ont que pe poiat de comuiun 
^vec la surface. 

277. Lea form ulcs precedentes peuvent encore ^tre employeca 

ipour mener un plan tangent aux surfaces (^u second ordre par 

un point exterieur dont les coordonnees seraient connues. £a 

•effet f en les supposant representees pamJx^ ,y, s', elles doivpnt 

satisfdire a I'equation du plan tangent ; q& qui donne 

.(a M"^ C iy + ( 3 ^y'+ C ) j' + ( a :^"a;" + C" ) xC 

+ C?'' + C'j" + C'j." + a Z, =;: o (i), 

Qn aurait de plus , le point de tangence etant sur la surface , 

M"'+^'r'"'+J"x"'+Cz"+ay"+a x"+ C =? o (3). 

JEn regatdant x"j,y et ^^' cornroe inconnues , ces deux equa- 
tions ne sufHraient pas paur les determiaer ; on peut done , 
par un mime point exterieur y mener uiie infinite d& plana 
tangens h, la surface. Si I'on elimine a^^ouj-'^cntre cea deux 
Equations , elles donneront les projections de la courbe qui est 
Je lieu -de* tons lea points de tangence de ces plans : cette courbq 
f^Sit ceUe suiyiant laquelle la aurface serait touchee par un« 
surface conique qui aurait son centre au point donne ^ et qui 
serait engendrce par une lignie d^oit^.assujottie a passer tou- 
joura par ce point et a toucher la surface. — 

L'equation (i) etant lineaire en or", ^", -s'^, sa comhinai- 
fen avec requatiod-(^) donnexa entre jr" et V, jf" et jp'*, dea 
equations du second degr6 j d'ou il suit que la courbe de tan- 
gencesera une section cenique ; et , par consequent , les surfajcea 



/ 



Ti^G DES SURFACES 

toniqucs , tangentes h des slirfaoGA du second oi*dre , ftont ellcs- 
ni^mes du second ordre. 

La position du plan tangent serait determinee, si Ton con- 
naissait un second point par lequel il diJit passer ; car, en d6si^ 
gnant par x''', y ', a'", ses coordonn^es^ on aurait 

{iJzff + C) *"' + (2 ^y + (7)/'' + (2 ^'V + C^) jr'" 

+ C-s" + Cy + C'a:" + %L=o (3). 

Les equations (1)9 (2), (3), sufiiro^t pour determiner ies coor- 
donnees x*\y^^ y s!'^ ^ point de tangenee en fonction de 

On arriverait a un rcsultal semblable , en assujettisant Ic 
plfin tangent h passer par una *droile don nee. En effet , soient 
a;' y s' les coordonnees d'un point de cette droile , son equation 
sera de la forme 

« « 

a ct /^ etant connus, puisque la position de^la droite est sup- 
posee donnee ; or , x* y' ^' devant satisfdlre k I'equtition du 
plan tangent , on aura d'abord* 

( 2 Az" + C ) a' + ( 2 A'y" + C) y + (a A"x" +C",)j(? 

< ■ 

Cette condition ayant lieu , il suffit , pour que- la diwtesok 
dans le plan, qu'elle lui devienne parallele; ce qui don it^ 
(n^GS), .. ^ 

As'' + A'l>y'+A'iax'>=.o. 



I I ■ » " 



On aura de plus . 

% puisque le point de tangenee est sur la surface. Ces trois 
equations delermineronl les valeurs de *" j'" js'' ; et, comme 
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elles sonl du second degre , il s'ensurt que I'on peul, en general, 
par una droite donnee , mener deux plans langens a uae surfaca 
du second dejgre quelconque. 

Des Surfaces du second degre rapportees h leurs 

plans diametres. 

378. On pent rappottcr les surfaces du second degre ^ik des 
Goordonneea obli(Jwc8, ainsi que nous I'avons fait pour les lignes 
du meme ordre. Si dans I'equation gencrale 

L^^' + Ay + A''f + Byz + B'xz + B'^xy 

ou les coordonnees sont rectangulaires, on subslitue pour xys 
les valeurs 

X = x^ cos X -4-.jk' cos X.[ + ^ <^^ X" 
y=zx' cos K + j' COS y -|- z' COS y 
s =1 x' COS Z •{- r' COS Z' + js' COS Z^\ 

1 

/■ - * 

dans lesquellcs x^ y' s! soient les coordonnees relatives a ,d« 
nouveaux axes qui font enlr'eux un angle quelconque .et sont 
assujeltis aux seules equations 

cos' X + c#s' Y 4. cos» Z n; 1 . 
cos' X' + cos* r' . + cos' Z' = I {A) 

, cos' X" + cos* r" + c«s* iJ" =;= * , 

on aura la transfonnee" 

+ p^' + py H- p'Y + z. = o. 

On pourr.T; toujours disposer des Indelerinirnes, d'oiiclepcnd 
)a position des notiveaux axes pour rendrc iV, N* et iV'' nals 
el cotte condition^pourra m^mC elre rernplic d'une infinite dft 
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inaniSres ; car orv a vu > dans le n^. 26z , qu'en jol^ant aux 
trois Equations (^) et aux suivantes 

A" = o, iV' = o, iV"=o, 

I^s troia equations Ci?) qui ont lieu quand les axes sont reclan— 
gulaires , leur syst^nie sufdt pour delerniiner en quantites 
reelles les yaleurs des neuf inconnues d'ou depend I2 position 
des axes : ces equations ne sufliront done plus pour cet objet , 
quand on en otera les trois equaliuns (B)» Ainsi non-seulement 
on pourra trouver dt s coordonnees obliques par I'apport aux* 
quelles les surfaces du second ordre aurunt des equations de 
iin6me ibrme que par rapport a leurs axes rectangulaires ; mais 
il y a une infinite do systdmes qui jouiront de eel he propriety » et 
^ont les pl^ns sont , relatiyement a ces surfaces ^ ce que sont les 
diametres dans les courbes du m^me o^dre. 

^79* NoHS n'entrerons pas dans un plus grand detail relati- 
veinent aux surfaces du second ordre. iDn pourra it y a I'alde des 
formules pr^c^dentes, et des mdthodes donnees dans les preli- 
minaires^ decouvrir un grand nombre de proprietes particu- 
lidres k ces surfaces. II sera tres-utile a ceux qui auront lu cet 
ouvrage, d'ejEfectuer ces applications qui n'offrent riea de difli- 
. tile , et qui auront Tavantage de les familiariser avcc Teniploi 
de I'analyse; mais un pareiL detail d^riendrait ici superflu. La 
gtometrie analytique repose , comrne la synthelique^ sur un 
petit nombre de prcliminaires relatifa ^u point, k la ligne droite 
et au plan. Ces elemens » lorsqu'on les poss6dc bicn , sufiisent 
pour mettre en equation tous les probl^mes que' la* Geometrie 
presente y sans quM soit besoin pour cela de recourir a aucune 
instruction particiili^re. JU ne reste plus ensuite , pour les. 
]|resoudre , qu'a surmonter.les difficultes de I'analyse ; et celles-ci 
peuvent 6tre souvent diminuees , ou du moi^s eludees par uq 
f iioi^heureuiS d'inconnuQs : cVat un art qui ne pent s'apprend):^ 
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que dans les eciits des grands geoinetrcs , ai sur • tout dans 
V AritJimeUque universelle de Newton , qui en offre les plus 
beaux exemples. 

Precis des Formules trigonometriques les plus 

usuelles, 

Liorsqu'on fait quelqa'application de la g^ometrie £^nalytiqu«^ 
on a souvenl besoin d'employer les formules analytiques de la 
trigonometrie ; nlais ces formules sont si varices , qu'il est 
dlfHcile de les avoir toujours presentes & la memoire ; o'est 
pourquoi j'ai place ici un precis de celles qui sont les plus 
usuelles, afin qu'on les trouve ainsi rasscmblees au moment 
ou I'on en aura besoin. Quant a leur demonstratioi^ ainsi qu'4 
Texposition des principes sur Icsquels elles reposent , on devra 
les chercher dans les excellens traites de trigonometrie que 
nous possddoDs. 

On doit se rappeler d'ab(ft*d que toutes les lignes trigonome- 
triques peuvent s'exprimer ration nellement eo fonction du 
sinus et du cosinus de I'arc auquel elles apparticnnent ; ce 
qui determine a-4a-fois leurs valeurs et le signe qu'on doit 
leur attribuer. Soit a Tare, R le rayon de la circonference k 
laquelle il appartient , on a toujours 

sin a cos a 

tang a:=z R -. ; cotang azsiR -: 

cos a sin a 

/?• R" 

a«c a = - cosec a = 



cos a sm a 



Gelapos6^ toutes les formules trigonometriques derivent des 
quatre suivantes , qui expriment les sinus et cosinus de la 
somme ou de la difference de deux arcs, en fonction des sinus et 
deicosintis de ces arcs. Soient a et b les arcs donnes ^ supposons 



* 
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que le rayon du cercle soit pris pour unite , on aura 

(i)' 8in(a-|-^) = 8ina cos b 4- smb cos a ; 

am ( a -|- ^ ) = cos a cos ^ — sin a sin b ; 
sin ( rt — 6 ) = sin a cos b -r- sin b cos a ; 
cos ( a -— A ) rrcos a cos b -}- sin & sin a ; 

divisant ces equalions membre a niembre , on en tire 

, ^ sin a cos ^ + sin ^ cos a 

tang {a + b)=: — ■ . . ; 

cos a cos b — sin a sm a 

, _ ^ sin a cos ^ — sin ^ cos a 

ttfng {a — b)z= ~ —^—i— 

cos a cos b -f- sin b sin a 

< 

Divisant les deux termcs des seconds nvembres par cos a cos S, 
et substilu^nt tang a et tang b aux rapports 



sma 



^in ^ 






cos a ' cos 6 



on aura 

tang a + f an^ b 



tang (a -j- 6) = 



I — tang a tang b 
tang (a -— fe) = 



tang a — tani» ^ 



1 4- lang a tan« Z» 

expressions qui donnent.la tangente de la somme et de la diffe- 
rence de denx arcs en fonction des tangenles de ces arcs. 

Si I'on fait azz. b daii» les formules precedentes , elle« 
donnent 

sin 2 a = a sin iz cos a^ cos a ^» = cos* a — sin* a, 

. ., ^ 2 tangfl ., . . 

tang 2 a = 



1 — tapg a, 
Expressions qui donnbntle^inus, le cosinus, et la tangenle de- 
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I'arc double en foiiction des sinus cosinus , ct tangente de Pare 
simple. 

Revenant aux equations (i) , si on les ajoute niembre k 
membre , on aura 

sin ( a -|- ^ ) + sin ( a — ^ ) =: i sin a cos b ; 
cos ( a + 6 ) -J- cos [a — ft ) =2 cos a cos h \ 
sin ( a -f- ft ) — sin ( a — ft ) = 2 sin ft cos a ; 
€08 (a — ft) — cos ( a 4* ^ ) = ^ wn a sift ft , 

Soit 

a + ft == w a— ftii^t^; 

ce qui donne 

les formules piecedente* deviennent 

A 

sirf 7/ 4" sin t^ = 2 sin I ( « -|- p ) cos J. ( w — • t' ) 
(2) sin M — sin ^^ = 2 sin ^ ( w — v) cos ^ ( w -+- ^^ ) 
COS « 4" COS 1^ = 2 COS r ( '* + ^ ) c^s i ( « — ^' ) 
cos u — COS z*=:2sin^ (^4"^) sin ^ ( w — i^ ) 

expressions qui servenl k transformer line somme ou une dif- 
ference de sinus et de cosinu?^ en un produit^ et a reunir ainsi 
deux termes en un seul. 

Si I'on divise les deux premieres formules membre a membre, 
el les donnent 

sin u 4- sin v tang i ( ?^ + 1' ) 
sin u — sin v "^ tang ^^\u — u^ 

relalion remarquable par sa symetrie. 

Si Ton miiltiplie ces equations membre k membte, en 
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ofaserv«nI que 3 uu j cos/ = tin s /, on en tire 

sLi* » — sin* f/zisin(s-)~^)<^°^(''4'^} 
CM* f/ — co«* tt = sin (tt + f') oos ( «« 4- ^ ) 

qui son I anssi d*an fniquent usage. 
Nous arons tronve toal-a^Fheura 

sin s a = 2 sin a cos a oos %a^z cos* a -^ sin* a 

La seconde de oes eqnatioBS peut se -met Ire sous les dene 
fonncs sulvantes : 

cos2a = 1 --^2 sin* a; cos 2 a =za oos* a — t 

dVu Ton tire 

l«-cos2a , i+co**^^ 

ain a ztz , cos* a r=* • 

2 2 

On se sert de cen expressions pour subslilner slux carres d'^iiil 
sinus ou d^uii cosinus la premise puissance dii cosinus de Faro 
double. 

Soil 2. a z=: u, d'ou 4S ^ ^ x^ ^ ces formules deviennent 

1 — cos It i-^-cosU 

sin' I 2^= COS*rl*=: • 

* 2 2 

^t dWis^es tnembrc a raembrc y elles donnent 

• 1 — COS u 
tang ltti=— *; 

I -j- cos 2^ 

ou si Ton vcut tircr la valeur de cos u 

1 ^ tang ^ u 
Cci formules tont auBsi d'une application frequente* 
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. De ni6me que nous avons Iroave le sinus etie cosinns ds 
J'arc double , on trouvera le sinus et le cosinus de I'arc triole. 

II sufiit de faire dans ks formulas (i) b:=z2a^ elles donnent 

' • • •» 

alors ' 

sin 3 a = sin a cos 2 a rh sin 2 a cosi a 

cos 5 a = COS a COS 2 a —> sin a sin aa , 

flubstituant pour sin 2 a et eos 2 a leurs valeurs , elles de^ 
vicnnent 

ninS a ±=3 sin a cos* a — ^sin' a • ' 

« cos 5 a 31= — 5 cos a sin' a -4- cos'a 

€t elles peuvent^e mettro sous la- forme 

sin 3 a = cos^ a { 5 tang a — tang^ a} 
cos 3 a = cos* a { 1 — 3 tang* ^V 

£n general i^ etant un nombrc en tier quelconque j on a . ., 

flin;sra=cos ainUnga '- — — --^tang*a+:: ■ • ■ • * • «* — -larig*a..etc. > 

i ^ ° 1.2.3. • 1.2.3.4.6. ' i 



COBna: 



=cos ci/{i. ^tang"a+ — ^ tanged.. clc.> 

l 1.2 1.2.3.4. . ,1 ) 



Ces formules doiinent le sinus et le cosinus d'un arc multiple 
quelconque en fonclioh du sinus et du cpsinus de Fare simple. 
Les GoefHciens des dil^rons termes sont ceux dc Ij^ ti* puis- 
sance du bjnome.. C'est p»u|quoi on. pent rassembler ces series 
sous la forme suivante ; .l 



I £ — ' !-— i— v>o z::! « j r .» __ -k/i 

09s/7a= <cosa+l^— i singV -}--: — -/cpsa— K — isinaV 



a3 
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s 

Et en effet , en developpant ces expressions abrdgecs , ellei 
redonnent les deux series precedentes ^ comme on peUt le veri- 
£er aiscmenf . 

Kedproquement on peat exprimer les di verses puissances 
quelconi^ues du sinus et du cosinus de Pare simple en fonc- 
lion du sinus et du cosinus de Tare multiple ^ et m^me en 
employant plusieu'rs arcs multiples , on pent rendre ces expres- 
sions lineaires. Four le prouver , il faut savoir qu'en devo* 
loppant le sinus et le cosinus en fonction de i'arc, on a 



.3 ^5 



1.2.3 ' 1 .2.3.4.d / 



jp* x^ 



coa a; = 1 ^ — — . -J- 



i.a. 1.2.3.4, 

Dans ces c^pi^essions j I'arc x est cense divi#^ p«ir le ra jon 
qui est ici pris pour unite de longueur , et par consequent , si 
on voulait par-tout le retablir , il faudi^ait ecrife par- tout 

— — ^ au liou'cle x.eit « ■ au lieu 'de sin x dans les deux ' 

membres de cette Equation. Or j en adoptant ces scries , si 
I'on repr^sente par e le nombre dont le logaritnnie by per bo- 
lique est Tunite , elles peuvent se metlte sous la forme 

e • . — If - 

* ^ «inaf = -^— ^-^ — i 



COSJP 

d'ou l^on tire' 



.r 2 



» ♦ — 



« ss'coaj:— i/— I. sina; 
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Soit mitanoinbreenlierquelconqiife, en changeant.a;ieil^in^z;, 
on aura Je jueme ' ', ■ • 

m 

» t=: cos mjc + l^ — £sfift>ijpj ' 



d zr cos mx 



y>t I •» h i 1 » 



sm mj& 



c'est-sur cela qu^esl fondee la traiiiirorniatioii. qn^ noa»cbep* 
chunsi £n'.dIM) d'api^s'les valears precodsntea de isin vie* et 

«us X , on aum > ,' . j- -"; 



' sill J^ :±: ^'^ 



( ^r^— 1 



1^- 



' V' i '. i' 



( 






co» Ji; 






< « ^ • 



*/«? 



( 



+ «r 



i 



ou en devcloppatit les seconds niembres par' la formule iik 

i 

binome 



nx 



J/— I (/* — 7.) X |/-^ 1 



Ti^e 



ftiH X =:= 



(2|/-l)' 






I. a. 



(» — 2) JT |/ 1 






Cos x = 



^ 



+ 



e 



1,2. 



Les difierens termes compris enlrc les* parentheses du jecond 

m x\^ — 1 

inembrc sont tons de la forine e ^ par consequent 
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on poiirra substituer 4 Leur pUi« les expretnons ^imralenfes 

cos fnx 4" ^ — !• sin mx j dan? lesquelles le sombre zr^ 

aura aucceasivement pour^a!eiir »;/» — fl;» — 4. .* AIots 

les coefficiens . imaginaires disparaitront dVux-m^mes par la 

n n 

division , et les ralcurs de sin x v\ de cos x se trouveront 

exprimees lineairement en fonction des sinus el oosinus d'lia 

eerlain nombre d'arcs multiples. 

Les fsxpresaions que nous venons de rapporter sufHsent poor 

executer toutes les transformations qui peurent hire le pias 

ordinal rement necessaires dan^ les calculs analytiques. Si Fon 

voulait avoir de plus ^ands details sur cette brancbe impor* 

^ante de I'analyse , il faudr#k consnlter I'ouvrage d'Euler 

intituU Iniroductio in JinalynU infinitorwn. 



FIN, 



J 1' 
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'I'ransformatiiin des coordonnees en trois dimensions. 82 — 85 

Formules pour passer d'un systeme de coordonnees rectangles k 
des coordonnees polaires. Conclusion des preliminairesr 60 

ArPLTCATlON DESPRINCIPES PRECEDENS A LA DISCUSSION DBS 
COURBXS lyr DES SURFACES DU SECOND ORDRE } ct d*abord 

DES SECTIONS DU CONE. 

... * 

Equation d'*un cone droit k b^ise circulaire , dans lequel les coor^ 
donnees du centre, la po&ition de Taxe et Tangle an centre , 
sont indetermines. ' 87 

EcT'vintion de riniersection de la silrfac^ conique par un* des plans 
coordonncs.' ' 88—89 

'Forme generale de Tequaiion des sections coniqu^^. Cjii^ct^res ^ 

principaux qui )e$ distinguent les unes des autres. * 9'E>-~d^ 

. Comment se modifie Pequation generale des sections coififMes 
]ors ju'on y intrbduit les conditions ^dtliculi^rei a chacuKe 
d'elles. S?H)7 ■ 
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Forme tres-simple ^ lnqueHe se reduU reqiifttion gcnerale , lors-- 

qu^nne des generatrices da cone est perpendieulaire au plan 

coapant , et passe par Torigine des coordonnees. On en dedait 

' toutes les sections coniques , en faisant varier Tangle au centre 

da cone. 98 

DU CERCLE. 

Drscnssion de son Equation : die snfCt poar determiner lescir- 
Constances de son cours et ses diverses proprieles. Examen 
des differentes modificaLions dont cette equation est suscep- 
tible, gc)-— Lo3 

Reciproquement , si Ton expliqae algebrtquement une propriele 
qui appartiennea tous les points dela cireonfcrence d^un cercle, 
sans lui ^tre commune avec d^autres courbes , on letrouve son 
equation. / 104 

Bqaation la plus generale da cercle. Discussion de ceitc equa- 
tion. iq£^io6 

Equation de la langente an cercle , lorsque le point de contact 
est donoe sor la courbe. 1 07— 109 

Equation de la norinale. Z09 

Equation dela tangcnte assujettie ^ passer par nn point pris au 
dehors du cercle. Construction geomelrique. Discussion relative 
hi cette construction. 1 10 — i n 

Recherche des divers S3'Stemerde coordonees pour lesquelslVqua- 
tion du cercle conserve ia menie forme que lorsque Torigine est 
au centre , et les coordonnees rectangulaires. Le nombre dc ces 
syst^mes est infini : ils sent lous rectangulaires. 113 

Ce que Ton entend par diametres conjnjues. Conclusions. ix3— *ii4 

DE L'ELJLIPSE. 

Discussion dc I'cqiialion de ceite cpnrbe , cl determinfllion des 
" circonstances generates ^de son cours. Des axes de cette courbe. 

Forme que preud iVquation lorsqu^on lesy inlroduit. Definition 
; des diam6tres^des paramt^tres . i«5 — 119 

Forme que prend Tequation de Vellipse quand on place Vorigine 

des cpordon ees a une des extreuiites du grand axe. Rapport du. 

carre desordonneesde deux points quelconques, 110 
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Oomparaisott des ordono^es de Pellipse et des cercles d^crits snr 

son grand axe^ ou snr son peih axe^ comme diam^tresJ m 

Manifere de d^crire Pellipsr. ' ' laa 

t^oifditions algebriques qui expriment qu^un point est situe en 

dedans on en dehors de ^ellipse. i%3 

Rdation qui existe entre les angles formes par le premier axe 9t 
}es cordes supplementaires menees de sei extremi tes4i nn m^me • 
point de Fellrpse. Les lignes menees des extremites da grand axe ' 
' * & un m^me poidide Pellipse comprennent un angle obtus. la^ 

Des fbyers de ^ellipse : moyen de les determiher. La somme des 
distances des foyers k nu m^oie point de la courbe est constante 
et egale au grand axe. • ' I25 

La propriete' preciedente donne un $econd moyeo de decrire Pet- 

lipte. . * j^Q 

Equation de la tangente h Tellipse , lorsque le point de tangence 
est donne. Celte droite n^a quHin seul' point commun avec la 
courbe. mr — -lift 

Moyen tret^simple pour constraire une taitgente en un point donne 

sur Peilipse , par la propriete des cordes supplementaires. i^sg-^iS* 
Ce que Von entend par diam^tres conjogues. L'augle quails com- 
prennent dans Vellipse est egal ^ celui des cordes supple^men- 
taires menees par les extremites da grai^d axe paralUlement a 
ces diam^tres. i3i— -iSa 

Expression de la sontangente. i53 

Equation de la tangente assujettie k passer par un point pri& bors 

de la courbe. i34 

Equation de la normale. Expression de la sonuormale. i35 

Rapport entre les directions de la tangente, de la normale , et 
. celles des lignes menees de deux foyers aux points de tangence. t35 
Construction de la tangente d*apri&s cette propriete , lorsque le 
point donn^ est sur la courbe , ou en dehors. ' 1.37: 

7 

De r Ellipse rapportSe a ses diametres canjugues* 

Transfognnation de I'equaiion de Pellipse rapporiec % ses axes et ' 
au centre. Forme de I'equation de celte conrbe rapporiee Ji de» 
diamitres conjugues. II y a une infinite de sysl^mes de coor- 
donnees pour lesqucls I'eqnation conserve celtc forme, Ces sys- 
tSmes ne sont pad rectanguiaires.. i38— !/{« 
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Dans Tellipoe , le ptra11A>gr»iDme cOMtroit far deux diam^Crep 
coDJugnes qneloonqpes est e<|ui Talent aa recUogle consirait sur 
les axes. La fomme des carres de deux diamiuret coojogoes eaC 
igalc a la soiuine dea canrea des axes. i4i— ^^4* 

BlaniAre. tr^s-simple de consimire deux diam^ires conjngues €pii 
cof^preonent on angle donne. lifi 

Constrnctiondef diaaiitresconjogaes egaux. i44 

L'angle obtiui forme par ces diaiu^tres eat le plus grand de toaa 
cenx qui soot foiines par drux diam^tres coojogijl^. i^ 

l^f carrea dea ordonneea parall^lea & un diani^tre son! propor* 
tionncls anx prodnits dea segmens quMles fonyent sur aon €m>o- 
jngnc. , *^^ 

lAoycn de decrire una ellipse jqaand on connalt deox de us dla« 
iii£f res con jngue^ , et Tangle quails coroprennent. i47 

Condiiion qai exprime que deux droites meo^s des extremites 
d'*uo diam&tre coujogue se coapent sur Tellipse. z4^ 

Equation de la tangente k ^ellipse. Les coordonnees ^tant obli- 
ques rt paralliles k des dia metres oonjugues , cette equation est 
dc ni^me forme que lorsque la courbe est rapport^ k ses axes. 1^9 

Methode t res-simple pour mettreune tangente k-une ellipse loraque 
Ton connalt son centre. i5o— i5i 

Manirrc de construire aTec les m^mes donnees deux diam^tres 
COD j agues qui comprennent un angle donne. 5i cet angle est 
droit , ces diam^tres sont les axes. iSa — 153 

Marclic quUl faut suivre pour fevenir de Fequation aux dia* 
lOi'tres conjugues k Pequation anx axes. i54 

Sicr I' Equation polaire ds V Ellipse ^ et la M enure de sa 

surface^ 

Trourer nne cQorbe telle que )a sommjc des distances de chacun 
de Aes points k deux points donnes soit constante et e'gale a une 
ligne donned. Cet't^ courbe est une ellipse. i55 

Eqiialiou de Tellipse eo coordonnees polaires. Discussion com- 
pl&:c (Icceitc equatiod. i56— 157 

Reciic^chc de la surJTace dc rellipse. i^^ 
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DE LA PARABOLE. 

CqnatiOH de cette conrbe , et determinatiofi des circoiistaT|.ci9s 

generales de soki cours. \5g — i6a 

Caractere analyticpid des points shuis au-dehors ou au-dedans de 

eette cotirbe. i6t 

Mani^te de constraire la parabole , d'apr^s son equation. i6a 

.La parabole tst une ellipse dobt le grand axe est infini : ou , ce 
qui revient au mime , elle est lalimite de toutesles ellipses daus 
' lesquelles la distance du foyer au sommet e<t la tnlme. ij63 

3pe la directrice ; sa position. Moyen de decrire une parabale 
dont lo param6tre est connu. Autre mojren de decrire use per- ' 
tion de parabole d'un mouvement continu^u param&tre. l64-*~»66 
Equation de la tangente meneeii la parabole par un point donne 

sur la courbe. 1.67 

Par un point pris hors de la parabole , on peat men^r deux tan- ^ 
. gentcs 2l oette courbe. 168 

lia sotttangente y est double de Pabsei^se. 169 — ini 

Equation de la normale a la parabole. La sounormale est coos- 

tante et ^gale \ la n^oitie du param<&lre. 1^0 

Dans la parabole , Tangle fprni^ par la tangente ayec use droite 
niAjiee du foyer au point de tangcnce^ est egal k Tangle de la 
tangenle avec Taxe. 17s 

Moyen qui en results pour mener une tangente \ la parabrole par 
un point pris iur cette courbe, ou au-dehors. 1^3 

r 

De la Parabole rapportSe h ses diametre^. 

Aecherche des systlqies de ooordonoees obliques relaii^ement ' > 
. auxquels Tequation <le la parabole conserve la ml^^cue forme que - 
quand elle est rapp<Mrtee |^. son. axe. Tous lea diam&tres de la 
.parabole sont paralieles ^ ) 'axe. . . ' 1^4 

Dans la parabole , le pacainMro d'«ii diami^lre quelconqueest qna-< 
druple de la distance du foyer k Tori^ne de ce diamfttre. |i;5 '— 176 

ilfn'v^rede conslruire une parabole dont on boABaft le parani^tre 
par rapport k un dUm^gce » riilclinaisQiif 4e» ordoanees etant 
ajtfsi connue. , 577 
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£qu«i(ion <1e la tantieme a la parabole rapportee a ses (Hametres. 
Elle e«t de iuc>tM« forme qii^ pour son axe. La sontangenle sur 
tin diamitre est aussi egale au double de Pabscisse correspon- 

daaie. * 17S 

< 

Sur V Equation polaire de la Parabole , et but la Mesure de 

sa Hurfuce^ 

Trouver utie eoufbe iclle que les distances de rharfati "ide sc« 
points ^ une droile et k un point donne soicot egaleS enir^felle's. * 
Cette courbe est la parahole. i 79 

Equation dela parabole en coordoDnees polaircs. ido-^—iSa 

L^alre du segment pataboU((iie compris etlire l^ard de courbe 
« 'coiripte depuis Toriginc de Taxe, Potdonnee et Tabscisse cof^ 
respondante, eat egale auk dcux tiers du rectangle forme par 

• Tabsci^se et TorJonnee. x%i his\ 

• • • ' . 

CequeTon enteud|»artr6nrbes<qaaTrabW." i83 

DE L'HYPERBOLE. 

Equation de cette courbe, et determination desmrconstance^ 
gendrales de sett cours» De ses axes. Foi'me (|ue prend Toipja- ' 
tion loTsqu'^on les y introduit. . ,. .. * 184-^-' 1^65 

Aoalogie remarquable qui existe enire les equations de-rfellipse et 
de Thy per bole. EUe'consiste en cc qiJe se:J d^ux ef:(u?»tioos se 

i <;haQgent I'une dans Pautte, en rcndant'le 'second ,1Xf<lelVl- 
lipse imaginaire. De rbyperbole equilalere. CVst celk; dontles 
deux axes sont egaux. Elle est entre les autres hy[)erl>oles ce 
qu^esl le cercle parrai-les ellipses. 1S6 

Relation >qui exidte enfre les angles formes Y^ar le grand axe et les* 
corded menus' de ses extremites \ un m^me potni de la conrbc. 18^ 

Equation. 4e I'hfiperbole rapporl^e \ ses axes',iTofiginc' etant . 

* placee au sonimet. ' ' 1188 
Transformaticv^rquesnbit liquation 'deT'^me <ftourLe lorsque Ton -^ 

comptQ lesabsrisses sur son second axe. ■' -' ■ * igg 

Definition etdeteruii nation 'des foyers. L$ difference des fayons 

Vfcteurs meueedc* ac«> pointa-a iin m£me point Af^ Vhvperbele , 
-■^fst constanU; et egale au grand a:ie. Construction desfoyci-s. i^o^fQi 
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Description de I'hypcrbole par points , ou d'une portion d*l>y- 

perbole par un iiiouvement coni) i^n 

£quaiion de la tangente et de la noraiale a rbyperbole , lorscpie le 

point de langence est donne. iq3 

Amtl. extremiies du premier axe la tangente est parall^le aux or- 

donnees.. i^' 

X^a propriete trouvee dans I'article 68, pour Tellipse , a lieu pour 

Vliy per bole. Elle off re un rnoyen nouveau el trfes-simple de me- 

• « 

ner une tangente ^ cette courbe* 195 

expression de la soutangenteei de la sounormale. 196 
.Formule pofir oiener on? tangente ^ Play per bole jpar up point 

exterieur. * _ '97 

I>es asymptotes. Leur construction. if)8-— 199 

S>i une ellipse et une hyperbole sontconst^ruites sut Its m^mes axes, 

les diam6tres conjugnes egaux de la premiere formeront, elant 

prolonges , Ics 'asymptotes de la seconde. aoo 
Les asymptotes de ^hyperbole equilaitre sont perpendiculaires 

cntr'ellefc * 2|6i 

Les asymptotes sont la limite de toiiies les langenies. 20a 
Kapport ent're les directions de la tangente, de la norm«le ct dcs 

lignes mehees des ftycrsau point de langence.' ' * ' aoS 
Moyen qui en resulte pourmener urf6 'tnngcnte par uxi pbtht doniie 

sur I'bype'rbole , on {)Jir un point exterieur. ao4 

■ ' * • « . • ' ' 1 *. \ 

Dea Propriites de I' Hyperbole par rappori a ses dianieirhs 

conjutruis. 

1 ■ . •■ 

Transformation de Tccpiation de I'hyperbolc rapportee k' sips axes 
et an centre. Cetle courbe rie rericonire jamaiis c(u''un de se^ deux 
diaint^irfei^cohjugups'. ' r "^ ' .^(,5 

Equation de rhyperb'ote rapportee k ses diameires/conjugnes. Les 
carfes tT^'s ordonneesaux diaiiiMres conjupies sont e'n'tr^eux 
comme les produits des distances du pied de ces ordOunee^ au 
sommet de la courbe. ao6 

"La differcTice ^ei carres des diametres conjuguies 'esffoujoTira 
egale Si la difference- des carres construits sur les a;ies. Lesdia- 
metrea cqnjugues dc l!hyperbole equtlat&re sont egaux deux k 
deux. )Ellle est la seule hyperbole qui ait d«« diam^Ure| conju* 
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• 

gues .egaux^ Le parallelogramme coDstruit snr les ,clla metres 
oonJHga^ est equivaleot au rectangle dcA axes. Ces proprietes se 
d^duisent des proprietes analogues de Tcllipse, en reodant le 
second diam^tre de celle-ci imaginaire. 307 

Conditions (]ui doivent ^tre satisfaites pour que deux droites me* 
nees des eXtreniit^s d^an des diam&tres se coupent sur ]'',Iiypcr« 
bole. ■ ' ao8 

Equation dela tangente i Thyperbole rapportee a ses diani^trcs 
conjugues. Les consequences qu'^elle offre sont Analogues k 
celles <]a Tellipse. 309 

'J)e9 ProprUtifi de l' JlIyj>erbole ;fapporUe it ses anymptote*. 

Transformation de Tequation de rhjperbo]e rapportee a ses axes 
£t au centre , de mani^ra k faire disparalire les carres des -ra- 
riables. Les nouvelles coordonn^es soat alors coaiptecs sur lea 
asymptotes. Leur produitest egal kune quantite constante.. D« 
la puissance de Pbyperbole. 110 

IjCS asymptotes sont les seuls axes de coordonnees qui puissent 
reduire Pequa lion a celte forme. . . aii*— 2n 

Le parallelogram uie construitsurles coordonnees d^an point quel- 
conque est toujours equivalent au pfralleiogramme coosiruit 

sur les coordonnees dn sommet. 2i3 — 3i4 

» 

^Equation de la tangente k Thyperbole rapportee k ses asymptote^. 3<5 
Yaleur de la souUngente. Construction de la tangente. ai6 

La portion de la tangente cotnprise enlre les asymptotes est,<Jivi^ 
5^e , an point detangence , en deux parties egales. Ceite portion 
de la tangente est ^gale en longueur au diam^tre conjugue qui 
passe par le point de tangence. ^;3t7 

Si. d^un paint quelconque de Thyp^rbole, on m^ne une,d|:oite 
qnelconque teruiinee aux asymptotes « les portions de cette 
droite comprise entre les asyi^p^ptes et la courbe sont egales 
entr^elles. Hoy en qui en resulte pour decrire un^ hyperbole don t , 
on connait les asyn^totes et un point* ^31 3 

De l'Equ(itiqnpolaire de I* Hyperbole ^et dela Mesure de ^ 

surface. 

TromVcr una courbe telle que la difference des distances de chacnn 
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dt fcs points i deux potott donnes sqH ooi^tftBte et egale one 
ligne doimee. Gett* cottrbe Mi PhypeiWe. . hi^ 

Oquation de Thyptrbole eo coordonnte polaires. Disciinoti com- > 
p]etedtcette.<?<jaation. a^ 

Xi'aire d'ane portioii d^hjpeiMe comprise entre TarH , TirbseisM 
correspondante et IWdonn^ , ctt k 0eUe de VHypkAkC>SS itftiiiHi- 
t^e qui aiirait le mkhe pfenier «xe , cotnale le Moottd 'aite M • 
au premier* . aajc 
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DISCUSSION DES EQUATIONS. 

ilethodc i^en^ale qti^il faut snine po^t disetiter 11<|(iirtS^n cl'une 
coarbe. j^^ 

Application 2i requation g^^aledto siecoiid degr^. *' ' - ' ^a'S 

Les equations dans lesqucUes manquentlescarr^ de9v£Kab!es, 
appaitietonentik des conrbes qui rentrent dans la trorsiftiii^classe. sa| 

Kecberche des relattons qui doiYent exister eotrfe li^* '<iQet1&ei«ils * 
pour que la courbe soit limits dans .tons ks sens » ^an& vn sens 
settlement , du illioiitee. 2tt 

Ijo» caracteres preoedens cdndtrisignt a parta^r les courbes du se- 
cond erdree^ ^rois classes d^tinctes^ . , . ,\ \ ,.,,,, , ^ 

( IPKEUi^tLE Ci<A8SS. Courhes llmitSes dans tous les sens. 

Constmotion du diam^tre que ron obtient en resolvent Tequalion > 
pac cappofft^k rMBe des inoosiiiies. %9j 

Rechercbe des points oSi la courbe eoupe'oe diam^tre. L^^quation -' 
qui donneles abscisaes de ces poina est du second degre. Bile ■ - * 
aura scs deux naciiies reelles ine|fales , ou ^ajeS , ou imagroaires : - 
ce qui donne trois siibdivisions. • • v ^^g 

Esamen du premier cas. Les ordonnees correspOiidatites' aux 
points d*]iiterseotion de la courbe m du diam^e sont tan gen tes > 
k la courbe. £lles sont seS limites dans le sens des abscisses /La 
conrbe est contitiue dans Tespace comptis entre ces ordonnees. 
Recberdie des limites de la courbe dans le sens des ordofinees. 
' lEqoations qui donnent les points d'inteasection de la covrbe -et 
des axes. Tableau des diyerses relations qui peuvent exister 
entre les eoefficieiis , et des propriety g^ometriques qui en re- 
•ultoit. Exemples particvdiers dl^qfualionlB qui se rapportent a 
Ml diffsrais oas. 329 

24 



37P 



^ TABLE 



Si 1m coefficiens des earr^ de$ Tariables iont -tguax , et qno^-W 
, . coefficient de leur produit«oiiBiil',lM conditions qni expriment 

que la Qourbe e|t limitee dant.tots laa sent sont satisfaitea. 

L^eqnation appariient en general a un cercle. • 23* 

Si les r^cmeB de^^^nadon d^ sacQndjdlQgre qni .donne lee points 

d'intersecijoB de larconrbe et da diaotoe soiat ^gales, rcff|oa- 

tian n>st susoapUbla que ^^une ;SoIiition retsUe. £«a courbe 9m * 
- reduit k un poii|it unique. Ge point est silue sur le .diam^Cre.- 

Relations qni eiistent , dans ce cas , entre les coefHciens. 

Exemples. •♦''•' " a3i 

Cas o^ l^eqtt^ttpY n?est snsceptjUble . d^ucaoe. splntion s^elle^. La 
^conrbe est imaginaire. Conditions qui ex.priment cette propri^te. 
. fj9 premier nombra est alors la >s0iiune de deux cari^i et d^im 

noai)inep9«itf* Exemples. aSa 

Conclusion, de la discussion preccdeote. Calcul des ooordooii^aa . 
. d^ centre , ^t .d^s yal^iir^ des aiL^s M l!eQijji|se. i . a33 

Secokdb' CiASS]^. Courbes 7itnUSes dans un sens^ et indSfiniei 

... dan* VoMj^fi.. 

Cdiistniction du diamilrd que Tdii i!>btient en r^solyaniT^ualTon 
par rapport k une des vaviables* Conditions qui exf rip[^ent que 
la courbe s^etend indefiniment dans le sens des abscisses pos^ves ' 
on des abscisses • negatires,. . Lai \ oourbe coupe le dfam^tre 'en< o* 

^cpoint unique. L*ordonnee correspondante a ce poiof est:taii^^ta^> 
& la cburl^e. £lle ^tx £xe la limite. >:>....... a34 

Le diamt^ireque Ton obtientien raol^aatiVquation par jiappsnt i 
rautre''iKa|!;iabler«3t i)arallele ^u piiecedent. Cette :'.prDpri«te' : 
est analogue \ celle de la parabole^idoilt'les diamtHm^aani' 
paralRles cmirVux-. ■ . • ...... S. » . /.I .. i ',.;•;-.'«;. -r -aSS 

Marcbe qu*il faut suivre* dans <Qeit.ereir/cpnslanoe ppour.:fiJEer<k ; 
position de la oourbe par rapport a]i^3|,.axes. > .-■.. -^ v\ ^6 

On recoBoaH qu'uue 'Conrb^.fi^ second <l^r^ est di^.la s<K:<m4^ < 
classe^ lor^que Us tr<^is pren^e]C&.tecmas ^de -son ^ujaUo^ ^In^^t 
uncarre.parff^it. i. . . , ... l^^ 

ExcQiples.. .. . ; ' .; ' ; . a3S 

t 

Cas paniculiers, renferm^s* dai^s la.cl^ss^ pr4<fedeq^«.jCoadMi<Mi^'. « 
qui doiTani life satisfaitefi^.pig^^,qi^^i^^llH^flp,rii|Jr4s9iHe d^nx 
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dreites parall^es-, jihe diot^ nmcpxe y on' poor ^^Ue ne «oit . 
•uso^tible d'aacuDe solution Yetlle k £xeinp1e5» a3g 

CoBclusion de la discussion precedente. Calcul des lignes qui 
determinent la position de Fa^Le^ceQesdu fojer et d£ la directricc. ^4^ 

Troisi^me Classe. Couj^ee irkeUfinies dans tons les sens, 

CoDStniction.,di;i diam^tre que Vtm obtient en rissolvam Ti^qtiMidh 
par rapport ^ Tune des, Tar^bl«9. Condition <fta' exprime la 
realite des racines de IVquation qui donee lea abscisses despioints ■ 
d^intersectioQ de la courbe .ave^, le dian^tre. Les ovdonaeea 
Gorrespondavtes 4 ce9 points sont tangentes ^ la courbe. Elles 
' en fixent ks limits. La courbe est unagiaaire dans rioi^yaHe 
compris entre ces Ofdonnees , et de part et d?antre elie.sVtend' ^ - 
indefiniment. JMLarpbe quHl faut suijrre pour trouTer. sa position 

par ra pport aux axes. Exemple^ * ^4 > 

Examen du cas o(k I'uii des carres ni^m(que dans re^piationi Alors 
la courbe a une asymptote. paralUle ^ Tun des axes^ On tPOUTe 
^ aussi une autre asympiote^^BS la mtoe cireonstanca.* »Si les ' 
carres des Tariables mauquent Ma-fois , les axes des coordon- 
nees sont paralleles aux asjippiot^* . >-• ^a — a4^ 

Si les deux racines de Pequation qui donne les points d^intersec- 
tion .de la courbe ^^t du diatftatdFe sont egoles , ^equation est de-^ 
coo^posable en deux facteurtfdu premier degfe.E^erepk^ei^te' ' 
deux lignes droites qiii se coupeut. . .".,': '^ ^jj^ 

.Toute elation decompotsable en iaeteurs-.ratioiniels par rapport 
aux variables , represente autant de courbes disiinctes qu^il y 
a de CCS facleurs. " » • 3*5- 

. Exemples du cas precedent. . - « rj ^^ 

Lors^ue le radical que Ton obtient en ii^lTaiit requafSoifpar 
rapport 2i une des Tariables , rcnferane tin polynoifie dont lea 
raoines sont imaginaires | U' courbe ae /coupe pas* le diam^tre. 
Re^ttons qui doiyant exister entre Jtes eoeffioiens^ ^onr que' 
la propriete pr^,dente ait lieu. Fprnie geaecale de la courbe; 
Examples. . ^ ^ 34? 

Si les coefficiens des carres des Ariables sont egaux et de signes 
contraires ,. le coefficijent ; de jeur. produtt etant nul ,' 1*- courbe 
estunf byperbole equiU^f e jrappojHoB a^esicoordoanees paral- 
UUs^, sea axes. . ;«.Vn*. t 'it--^ \ -.''^ > a4^ 
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Calcnl des eoordona^s da centre , de Ut durectioB et de ki loo-' 
gtienr de deaz dianiitres oonjsgii^ de Tliyperbole. CslM^IiMioa 
de la discussion prMdente. »49-'ftS» 

IdentM de tmUea le» Courbes du second ardre at^^c te^ 

SecUone coniquee. 

J Mge de la iriiMfortnaliott dee eoordoiuite poor ramener l*<^<iiui- 
tion geateraU dea cetirbes da seeond ordre A la forme qui com- 
prcnd toatea las seotioas coniques, Gettc redaction est tonjowrs 
posiible loiaqoe Pefoatioii propteee est susceptible d^ane solu- 
tion reelle. aSf •--aSf 

Marche qn^il faddra emwtef dans ks dilHrens cas , poor «impU- 
£er 9 par la transforroatioa des coordoon^ , one equation dx^ 

^ second defpra, en en disant diaparaUia certatos termes. Rc- 

. ^erche des coordonn^s du centre , dans les conrbes da second 

erdm. Disonssioo des fbrmnles qui les repr^sentent. Calcnl 4 

faifeponr rapportar la eonrbe \. sea axes, si die a ur centre; 

ou poor .transporter Torigine an somniat , si eUe n>a a po^nt. 955 

DES SURFACES DU SECOND ORfiRE. 

.... a 

On das^^ V^! Hns&cea, eomnae lea eanrbes , d'aprSs la dagre die 
Ieareqiia|tM9.']f4iliode que Ton emploie pour les discnter. Ap- 
idication k la surface de la sphire* * M 

. Conditions. n^ssJtww po«r qs^mia eqoation do second degr^, 
enue |^ iPjUMblea , re|»^nte nne sar£aee. oS; 

Conditions n^essaires poar qu^elle repr^senu la sjrst^me de deux 
plans^ on une seole ligne droite. 9^^ 

Conditioif^ i^^essaSrelk ponrqa^dla reprifeeateinie surface fertn^ , 
c^est^k-dire , nontenv^ dans na espace fioirte. 25$ 

Usage de la tnintfoKO|iation deacoordoonees'pour simplifier IVqna- 
tion aeoerAll des surfisces da second degr^. Definition de lenr 
ceqtr6. Il est en g^asra) oi|iqa6 pour cbaciine d'efies. Qnelque- 
fois il est situe k Pinfini. Quelquefois aussi il exi9te une infinite 
d^centresv' > -* ■' "^ ' 260—261 

Discussion des sutfaccs^^ «ort on oengre. On peat toujours , par 
la tranaformaiioft-des<coordoQttees « raofteiler lenr ^nation >ne 
contcnir^quelcscwrcs des T«nd>les. Lc systlmcTcctaDgoIairt 
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qni jottit de c#tte propni^te ^sl engtSneral iuui|Qe po«r diAqiie 
nrface. Qtlles pour leftqael)c^ il tax exUte plu^jBtogES en cmiiuur * 
infinite. 5169 

Discussion dea surf aces du^ ssQond ordre rapportiep iiUura 

ax^s, 

Xqoation trds- simple qui oomprend tontes ks sarfaoes dn second 
oiulre. Mani^ire d'y reconnaf tre les sarfaces dov^ d'nn oentre , 
etceUesquientontdepoarvnes. 96$^ 

Pi«;us8ion des Surfacei qui ont un centre. Elles se rcduisent a deux 
classes distinctes. 254' 

La premiifie est PeUipsoidc . Elle comprend les surfaces qni sont ren- 
Urmits dans an espaoe fini . Censtraction de Tdlipsoide. Valenri 
des-axcs. Forme qne prend Tefpiltion derellipsoide lorsqu^on y 
introduit les axes. Conditions nece.^ires pour qne re.llipsoide 
•pit entendre par la revolution d^ane ellipse auiour d'^iin des 
axes. Si les troisaxes sontesaux , rellipsoidedeyientnne sphto. 
L^equation de Pellipsotde coiiiprendaussi cells dn cylindre droit 
^ base elliptiqae on circulaire , etcelle de deux plans parallMes 
^ Tun d^s plans cpordonn^a. ^GS 

lia seconde classe de surfaces comprend les bjperboldides. Ces sur- 
faces sont indefii^es. Forme de Tequation g^n<^raledesliyperbo- 
loi'des quand on 7 introduit les axes. Conditions pour que Pby- 
perbploiide soit de revolation iiutour d*nn des axes. L*^qaatioli 
de rbyperboloi'de comprend celle dn cylindre k base bjrperbo- . 
lique. II y « deax soites d^byperboloides. Les uns n'ont qu^une 
ieule nappe ; les autres sont composes de deux nappes distinctes 
et separees. Le passage des uns aux autres doone Ic c6ne droit k 
baseellipliqneoul^yperbolique, dont le cdne droit h base cir- 
culaire n^est qu^une yariete. Ce cone est l^ymptoie des byp^- 
boloides. aee^afia 

t 

Diacussion des surfaces dtf second ordre depourrues de centres. 
Elles se reduisent k deux esp^ces distinctes. La premiere esit )e 
parabaloi'de k nne ou 9i deux nappes. Ce dernier a pour^asymp- 
totes deux plans. La seconde est Ic cylindre paraboliqne. 269-«a7a 

Les intersections des surfaces du second ordre par des plans quel- 
coD<)ue3 sont des coarbes dn second ordre , dost on peut recon- 
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naltreU nalttreen les rapportant k des coordonn^es prises dans la ^ 
plan coiipaii'll FormalM qai servent k rapporter les points i^^n 
i plan k des axes reclangulaires qui j sont situ^. Toute surface du 
second degre peat Itre engendree par le moarement dVii oftrple 
tODJoars parallile k loi -m^me , et yariable dt rayon. 37 1— -S75 

2>e« Plans tangena tiux Surfaces du second ordre. . 

Definition des plans tangens. Recherche de leur Equation poor les 

, surfaces du second ordre. Lam^thode qui 7 cond|iit est applt* < 
cable aux surfaoes queloonques. ' V)i 

Equations de la normale aux surfaces du second ordre. Si la sur- 
face est de revolution autour d'^un des axes , la Qorcnale rencontre 
cet axe , quelle que eoit la position du point de contact. vfi 

L^bjperboloide k une seule nappe jpuit de cette proprieLe remar- 
quable , que chaque plan tangent le touche suiyant deux lignes 
droites. L'hyperbolo'ide k deux nappes ne jouit pas de cette 
propriety. 27^ 

IXeterinination du plan tangent lorsque le point de tangence est 
inconnu , et que Ton donne un point exterieur k la surface. %*}J 

Des Surfaces du second ordre rapportees a leurs plans dia-- 

rnktres* 

Defimtioil AtA plans diam&tres. Chaque surface en a une infinite. 378 
OmclttsioB. Precis des formulestrigonometriques les pins usuelles. 379 
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